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研究成果の概要（和文）：グラフェンに代表されるような特異なバンド構造に起因して、低エネルギーの有効理論が質
量０のディラック電子によって記述されるような低次元電子系の磁気輸送特性を、精密な数値計算によって調べた。そ
の結果、ディラック電子特有の異常量子ホール効果に関して本質的であるn=0ランダウ準位が、系にランダムネスが存
在していても、カイラル対称性と呼ばれる対称性が保存していれば、ランダムネスの影響を受けず、対応する量子ホー
ル転移の臨界性に異常性が生じることを一般的に示すことができた。こうした特異的な量子ホール転移は、今後、光学
格子上の冷却原子系などで実現が期待される。

研究成果の概要（英文）：Transport properties of two-dimensional massless Dirac fermions, which is realized
 in graphene and in certain organic metals,  in a magnetic field has been investigated both numerically an
d analytically. We have found that the n=0 Landau level, which is a hallmark of the graphene quantum Hall 
effect, is surprisingly robust against disorder respecting the chiral symmetry. This robustness appears as
 a anomalous sharpness of the n=0 Landau level leading to the unconventional criticality of the quantum Ha
ll transition. We have also generalized the chiral symmetry to encompass the generic tilted Dirac fermions
 and show that the generalized chiral symmetry indeed protects the n=0 Landau level against disorder. Thes
e findings suggest that the unconventional quantum Hall transition can be realized in a wide range of syst
ems such as cold atoms in an optical lattice.
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１．研究開始当初の背景 
	
 半導体微細加工技術の進歩や、有機物質の
合成技術の発展にともない、様々な低次元物
質が実験室で実現されるようになり、こうし
た系の輸送特性が世界中で精力的に研究さ
れていた。特に、２０１０年のノーベル賞と
なったグラフェン（単層グラファイト）の実
現とその輸送特性の測定により、「質量ゼロ
の相対論的なディラック電子」の実験的、理
論的研究が世界的に加速されていた。グラフ
ェン特有の、異常量子ホール効果など、独特
の興味深い性質やデバイスへの応用を念頭
においた大量生産のための合成手法の模索
なども行われていた時期であり、物性物理学
の中で最も精力的に研究が進められている
分野の１つであった。 
	
 また、グラフェンの実現から４年あまりが
経ち、実験の精密化が進むなかで、グラフェ
ンにおける乱れの効果や電子間相互作用の
効果を理論的に解明し、精密な実験結果を定
量的に説明することが、重要かつ緊急の課題
となっていた。 
 
２．研究の目的 
	
 グラフェンや有機導体 α-(BEDT-TTF)2I3 
などに代表される特異なバンド構造（相対論
的な分散関係）をもつ物質が、デバイスへの
応用の観点から世界的に注目されている。本
研究では、こうした特異なバンド構造を持つ
低次元物質の輸送現象における、不純物ポテ
ンシャルや格子歪みなどによる乱れの効果
および電子間相互作用の効果を、精密な数値
計算に基づいて定量的に明らかにし、実験結
果を理論的に解明するとともに、基礎特性に
対する新たな知見を得ることを目的として
いる。 
 
３．研究の方法 
ランダム系の性質に対する精密な数値計算
結果を得るために、主に以下の２つ計算手法
に基づきプログラムを構築し、並列型の計算
機を用いて効率よく数値計算を実行した。 
 
(１）グリーン関数法による状態密度の評
価：グリーン関数法(L.	
 Schweitzer	
 et	
 al.	
 J.	
 
Phys.	
 C17,	
 4111	
 (1984))	
 を用いて、状態密
度を数値的に求めた。この手法は系を数値的
に対角化する必要がなく非常に大きな系を
取り扱えるという利点を持つ。また、エネル
ギーの虚数部の大きさを変えて計算を行う
ことにより、ランダウ準位の準位幅を精密に
評価することができる。この精密な評価はラ
ンダウ準位幅の異常性を検出するためには
本質的である。	
 
(２)ホール伝導度の精密な評価：ディラック
電子系の特徴を捉えるために、状態密度に合
わせて、ホール伝導度を数値的に求めた。ホ
ール伝導度はチャーン数と呼ばれる幾何学
的な量と等価であることが知られている。し
かし、このチャーン数をバンド中心付近で数

値的に評価することはこれまで困難であっ
た。これに対し、２００６年頃に初貝等
（Y.Hatsugai	
 et	
 al.Phys.Rev.B74,205414）
によって開発された新しい手法をランダム
系に応用し、ホール伝導度を各サンプルにい
て精密に求め、その平均を求めた。こうした
ホール伝導度の高い精度での評価は量子ホ
ール転移の臨界性を調べるためには不可欠
であった。	
 
	
 
４．研究成果	
 
本課題では、グラフェンに代表されるような
特異なバンド構造から、低エネルギーの有効
理論がディラック電子によって記述される
ような低次元電子系の輸送特性を中心に調
べ、特に、磁場中の量子ホール効果に本質的
な n=0 ランダウ準位のランダムネスに対する
安定性とそれに対するカイラル対称性の役
割について調べた。精密な数値手法にあわせ
て、解析的な手法も駆使することにより、主
に下記のような成果を得た。	
 
	
 
(１)カイラル対称性に守られた単層グラフ
ェンの n=0 ランダウ準位：ディラック電子系
に特有の n=0 ランダウ準位が、カイラル対称
性を保存するようなボンド型のランダムネ
スに対して、あたかもランダムネスの影響を
受けないかのようにデルタ関数型の異常性
を保ちうることを、蜂の巣格子模型に基づく
グリーン関数法を用いた数値計算により具
体的に示した(図１)。ここでは、カイラル対
称性の保存とともに、ランダムネスの空間相
関が重要であり、相関長が格子定数よりも大

きくなると、n=0	
 ランダウ準位のみがデルタ
関数型の異常性を示すことが定量的に示さ
れた。[論文 1,2,6]	
 

 
図１：磁場中の２次元蜂の巣格子模型の状

態密度をエネルギーE とランダムネスの

空間相関長ηの関数として表示したもの。

相関長ηが最近接格子間隔 a より大きく

なると n=0 ランダウ準位のみデルタ関数

型の異常性を示す。挿入図：η/a=3 の場

合にランダムネスの強さσを変えたとき

の状態密度。異常性はσにはあまり依存し

ない。ｔは最近接ホッピング。[論文 1] 
 



	
 
(２)傾いたディラック・コーンに対するカイ
ラル対称性の拡張と指数定理：有機導体など
においては、グラフェンほど結晶の対称性が
よくなく、ディラック・コーンが傾いている
ディラック電子系が存在する。こうした系に
おいても、n=0 ランダウ準位がデルタ関数型
の異常性を示すかどうかについて研究を進
めた。この問題のポイントはコーンが傾くこ
とにより、通常のカイラル対称性が破られて
しまうという点にある。このため、傾いたコ
ーンに対する新たな対称性を見いださなけ
ればならないが、我々は通常のカイラル対称
性を、一般の傾いたディラック・コーンに拡
張することに成功した。さらに、この一般化
されたカイラル対称性があれば、n=0 ランダ
ウ準位がデルタ関数型の異常性を示すこと
を 、 Y.Aharonov	
 and	
 A.Casher （ Physical	
 
Review	
 A	
 19,	
 2461	
 (1979)）の議論を拡張す
ることにより、有効理論の範囲内で解析的に
示し、その有効性を格子模型に基づく数値計
算により確認した。（図２）[論文 3]。この拡

張されたカイラル対称性の存在は、数学的に
はディラック演算子の楕円性と等価であり、
指数定理の適用範囲と一致することも明ら
かとなった。[論文 8]	
 
	
 
(３）２層グラフェンの n=0 と n=1 ランダウ
準位のトポロジカルな安定性：２層グラフェ
ンにおいても、ゼロエネルギーのランダウ準
位となる n=0 と n=1 のランダウ準位が単層の
場合と同様に、ランダムネスがカイラル対称
であり、空間相関を持てば、デルタ関数型の
異常性を示すことを示した。また、電場をか
けて、ゼロエネルギーのランダウ準位を分裂
させたときにも、n=0 ランダウ準位には依然
として異常性が残ることを数値的、解析的に

示した（図３）。[論文 4]	
 さらに、相関ホッ

ピングによるフェルミ面のtrigonal	
 warping	
 
の効果についても調べた。trigonal	
 warping
の効果により、K（K’）点にはそれぞれ４つ
のディラック・コーンが現れ、それに伴って
４重縮退したゼロエネルギーのランダウ準
位が低磁場で現れる。この４重縮退したラン
ダウ準位のランダムネスに対する安定性を
調べたところ、現実的なリップルのようなス
ケールのランダムネスに対しては、４つのコ
ーン間散乱が無視できず、K（K’）点におけ
るトータルのベリー位相によってトポロジ
カルに保護されるディラック・コーン２つ分
（全体の半分）の自由度のみがデルタ関数型
の異常性を示し、他の半分の自由度はランダ
ムネスにより幅を持つことがわかった。[論
文 11]	
 
	
 
(４）光学格子系などへの展望：ランダムネ
スが空間相関を持つということは、物理的に
は２つのディラック・コーン間の散乱が抑制
されることを意味すると考えられる。この考
えを推し進め、コーン間散乱をコーンのエネ

 
図２：挿入図のような傾いたディラック・

コーンをもつ格子模型における磁場中の

状態密度。ランダムネスの相関長ηが格子

間隔 a を超えると n=0 ランダウ準位のみ

にデルタ関数型の異常性が現れる。[論文

3] 

 
図３：２層グラフェンに電場をかけた場合

の分裂した n=0（外側）と n=1（内側）ラ

ンダウ準位。η/a >1 の領域で n=0 ランダ

ウ準位に顕著な異常性が現れる。挿入図

（下）は K 点付近のゼロ磁場の場合のエ

ネルギー分散関係を表す。[論文 4] 

 
図４：２つのディラック・コーンのエネ

ルギー縮退を解いたに２次元格子模型

（左）とそのエネルギー分散（右）。コ

ーン間のエネルギー差は次近接ホッピ

ング（純虚数）の大きさに比例している。

[論文 9] 



ルギー縮退を解くことにより抑制した場合
に同様の異常性が見られるかを格子模型に
基づき数値的に調べた（図４）。その結果、
コーンの縮退を解いていくと、短距離相関の
ランダムネスに対してもカイラル対称性が
保存していれば、n=0 ランダウ準位がデルタ
関数型の異常性を示すことがわかった（図
５）。[論文 9]	
 実際の物質においては、ディ
ラック・コーンの縮退が解けた状況は現実的
ではないが、光学格子における冷却原子系で
は有効的に複素ホッピングが導入でき、こう
した系の実現が期待されている。	
 

	
 
最後に、本研究を遂行するにあたりご協力い
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 Conference	
 (APPC-12),	
 
July	
 15	
 –	
 July	
 19,	
 2013,	
 Makuhari,	
 
Japan.	
 

6) H.	
 Sakamoto,	
 Y.	
 Hatsugai,	
 H.	
 Aoki,	
 and	
 
T.	
 Kawarabayashi:	
 Sharp	
 zero-energy	
 
Landau	
 levels	
 in	
 multilayer	
 graphene,	
 
poster	
 presentation	
 (July	
 17)	
 in	
 the	
 
12th	
 Asia	
 Pacific	
 Physics	
 Conference	
 
(APPC-12),	
 July	
 15	
 –	
 July	
 19,	
 2013,	
 
Makuhari,	
 Japan.	
 

7) T.	
 Honda,	
 Y.	
 Hatsugai,	
 H.	
 Aoki,	
 and	
 ○

T.	
 Kawarabayashi:	
 Landau	
 levels	
 of	
 
disordered	
 massless	
 Dirac	
 fermions	
 
when	
 the	
 Dirac	
 cones	
 are	
 both	
 shifted	
 
and	
 tilted,	
 poster	
 presentation	
 (July	
 
2)	
 in	
 the	
 20th	
 international	
 conference	
 
on	
 Electric	
 Properties	
 of	
 
Tow-Dimensional	
 Systems	
 (Ep2DS-20),	
 
July	
 1	
 –	
 July	
 5,	
 2013,	
 Wroclaw,	
 Poland.	
 

8) T.	
 Kawarabayashi,	
 Y.	
 Hatsugai	
 and	
 H.	
 

Aoki:	
 Robust	
 zero-mode	
 Landau	
 levels	
 
in	
 graphene	
 with	
 Kekulé	
 bond	
 ordering.	
 
Poster	
 presentation	
 (June	
 3)	
 in	
 the	
 
international	
 conference	
 “Graphene	
 
Week	
 2013”	
 June	
 2	
 –	
 June	
 7,	
 2013,	
 
Chemnitz,	
 Germany.	
 

9) 広瀬大記、河原林透、小野嘉之：二次元
電子格子系のマルチモード・パイエルス
転移に伴う比熱の温度変化Ⅱ，日本物理
学会第６８回年次大会，２０１３年３月
２７日（広島大学）	
 

10) 濱本雄治、河原林透、青木秀夫、初貝安
弘：磁場中グラフェンにおけるスピン非
偏極のカイラル凝縮相，日本物理学会第
６８回年次大会、２０１３年３月２６日
（広島大学）	
 

11) 河原林透、初貝安弘、青木秀夫：ケクレ
型ボンド秩序があるグラフェンの n=0 ラ
ンダウ準位の乱れに対する安定性，日本
物理学会第６８回年次大会、２０１３年
３月２６日（広島大学）	
 

12) T.	
 Kawarabayashi:	
 Chiral	
 Symmetry	
 and	
 
robust	
 zero-mode	
 Landau	
 levels	
 of	
 
disordered	
 graphene	
 and	
 related	
 
materials,	
 Oral	
 presentation	
 
(Invited)	
 (March	
 13)	
 in	
 the	
 3rd	
 
Japan-Israel	
 binational	
 workshop	
 on	
 
quantum	
 phenomena,	
 March	
 10	
 –	
 March	
 13,	
 
2013,	
 OIST,	
 Japan.	
 

13) 濱本雄治、河原林透、青木秀夫、初貝安
弘：磁場中二層グラフェンの多体効果と
エッジ状態，日本物理学会２０１２年秋
季大会，２０１２年９月１８日（横浜国
立大学）	
 

14) 河原林透、初貝安弘、青木秀夫：磁場中
の２層グラフェンにおけるゼロモードの
トポロジカルな安定性	
 --	
 trigonal	
 
warping	
 の効果	
 ---，日本物理学会２０
１２年秋季大会，２０１２年９月１８日
（横浜国立大学）	
 

15) T.	
 Kawarabayashi,	
 T.	
 Honda,	
 H.	
 Aoki,	
 
and	
 Y.	
 Hatsugai	
 :	
 Chiral	
 Symmetry	
 and	
 
Fermion	
 Doubling	
 in	
 the	
 Zero-mode	
 
Landau	
 Levels	
 of	
 Massless	
 Dirac	
 
Fermions	
 with	
 Disorder.	
 	
 Poster	
 
presentation	
 (August	
 2)	
 in	
 the	
 31st	
 
International	
 conference	
 on	
 the	
 
Physics	
 of	
 Semiconductors	
 (ICPS	
 2012),	
 
July	
 29	
 -	
 August	
 3,	
 2012,	
 ETH	
 Zurich,	
 
Switzerland.	
 

16) T.	
 Kawarabayashi,	
 Y.	
 Hatsugai,	
 and	
 H.	
 
Aoki:	
 Stability	
 of	
 zero-mode	
 Landau	
 
levels	
 in	
 bilayer	
 graphene	
 against	
 
disorder	
 ---	
 role	
 of	
 the	
 chiral	
 
symmetry,	
 poster	
 presentation	
 (July	
 
24)	
 in	
 the	
 20th	
 International	
 
conference	
 High	
 Magnetic	
 Field	
 in	
 
Semiconductor	
 Physics	
 (HMF-20),	
 	
 July	
 
22	
 -	
 27,	
 2012,	
 Chamonix	
 Mont-Blanc,	
 
France.	
 



17) T.	
 Kawarabayashi	
 :	
 Chiral	
 Symmetry	
 and	
 
Robustness	
 of	
 Zero-mode	
 Landau	
 levels	
 
in	
 Bilayer	
 Graphene,	
 Poster	
 
presentation	
 (June	
 4)	
 in	
 the	
 
International	
 conference	
 “Graphene	
 
Week	
 2012”,	
 June	
 4	
 -	
 8,	
 2012,	
 Delft,	
 
Netherlands.	
 

18) 本田貴大、初貝安弘、青木秀夫、河原林
透：フェルミオン・ダブリングのないデ
ィラック電子のランダウ準位に対するラ
ンダムネスの効果，日本物理学会第６７
回年次大会，２０１２年３月２７日（関
西学院大学）	
 

19) 小林浩二、大槻東巳、K.Slevin、河原林
透：Critical	
 conductance	
 distribution	
 
at	
 the	
 integer	
 quantum	
 Hall	
 
transitions	
 in	
 tight-binding	
 model	
 and	
 
Chalker-Coddington	
 model，日本物理学
会第６７回年次大会，２０１２年３月２
５日（関西学院大学）	
 

20) 河原林透、初貝安弘、青木秀夫：電場中
の２層グラフェンにおけるゼロエネルギ
ーランダウ準位のトポロジカルな安定性，
日本物理学会第６７回年次大会，２０１
２年３月２５日（関西学院大学）	
 

21) 広瀬大記、河原林透、小野嘉之：二次元
電子格子系のマルチモード・パイエルス
転移に伴う比熱の温度変化，日本物理学
会２０１１年秋季大会，２０１１年９月
２３日（富山大学）	
 

22) 河原林透、初貝安弘、森本高裕、青木秀
夫：傾いたディラック・コーンにおける
ゼロモードのトポロジカルな安定性---
カイラル対称性の非エルミートな一般化
---，日本物理学会２０１１年秋季大会，
２０１１年９月２３日（富山大学）	
 

23) T.	
 Kawarabayashi:	
 Generalization	
 of	
 
chiral	
 symmetry	
 for	
 two-dimensional	
 
massless	
 fermions	
 with	
 tilted	
 Dirac	
 
cones,	
 oral	
 presentation	
 (August	
 7)	
 in	
 
the	
 International	
 conference	
 
“Localisation	
 2011”,	
 August	
 4	
 -	
 7,	
 
2011,	
 Pohang,	
 Korea.	
 

24) T.	
 Kawarabayashi	
 :	
 Anomalous	
 density	
 
of	
 states	
 in	
 Landau	
 levels	
 of	
 bilayer	
 
graphene	
 with	
 disorder,	
 oral	
 
presentation	
 (July	
 28)	
 in	
 the	
 19th	
 
International	
 conference	
 on	
 
Electronic	
 Properties	
 of	
 
Two-Dimensional	
 System	
 (EP2DS-19),	
 	
 
July	
 25	
 -	
 29,	
 2011,	
 Tallahassee,	
 
Florida,	
 USA.	
 

25) T.	
 Kawarabayashi	
 :	
 Robustness	
 of	
 zero	
 
modes	
 and	
 generalised	
 chiral	
 symmetry	
 
for	
 tilted	
 Dirac	
 cones	
 with	
 disorder,	
 
oral	
 presentation	
 (April	
 25)	
 in	
 
“Graphene	
 week	
 2011”,	
 April	
 24	
 -	
 29,	
 
2011,	
 Obergurgl,	
 Austria.	
 

26) 小林浩二、大槻東巳、K.Slevin、河原林
透：Conductance	
 distribution	
 at	
 the	
 

quantum	
 Hall	
 transitions	
 for	
 higher	
 
Landau	
 levels，日本物理学会２０１０秋
季大会，２０１０年９月２５日（大阪府
立大学）	
 

27) 河原林透、初貝安弘、青木秀夫：不規則
２層グラフェンのランダウ準位における
カイラル対称性の効果，日本物理学会２
０１０秋季大会，２０１０年９月２４日
（大阪府立大学）	
 

28) T.	
 Kawarabayashi:	
 Criticality	
 of	
 the	
 
quantum	
 Hall	
 transition	
 at	
 the	
 n=0	
 
Landau	
 Level	
 of	
 disordered	
 Graphene,	
 
oral	
 presentation	
 (Invited)(Sept.	
 2)	
 
in	
 APCTP-POSTECH	
 AMS	
 Workshop	
 
“Metal-Insulator	
 Transitions	
 in	
 
Disordered	
 and	
 Magnetic	
 Systems”,	
 
Aug.30	
 -	
 Sept.	
 12,	
 2010,	
 Pohang,	
 Korea.	
 

29) T.	
 Kawarabayashi,	
 Y.	
 Hatsugai	
 and	
 H.	
 
Aoki:	
 Anomalous	
 Criticality	
 at	
 the	
 n=0	
 
Landau	
 Level	
 of	
 Graphene:	
 a	
 
Manifestation	
 of	
 the	
 Chiral	
 Symmetry,	
 
oral	
 presentation	
 (July	
 7)	
 in	
 
International	
 Conference	
 of	
 the	
 
Science	
 and	
 Technology	
 of	
 Synthetic	
 
Metals	
 (ICSM)	
 2010,	
 July	
 4	
 -	
 9,	
 2010,	
 
Kyoto,	
 Japan.	
 

30) Y.	
 Hatsugai,	
 ○ T.	
 Kawarabayashi,	
 T.	
 
Morimoto	
 and	
 H.	
 Aoki:	
 Chiral	
 symmetry	
 
in	
 Graphene,	
 poster	
 presentation	
 in	
 
“Graphene	
 week	
 2010”,	
 April	
 19	
 -	
 23,	
 
2010,	
 College	
 Park,	
 Maryland,	
 USA.	
 

31) 米井浩之、河原林透、小野嘉之：二次元
強磁場下の臨界準位統計におけるランダ
ムネスの相関の効果，日本物理学会第６
５回年次大会，２０１０年３月２１日（岡
山大学）	
 

32) 河原林	
 透、初貝安弘、青木秀夫：グラフ
ェン n=0 ランダウ準位における異常性と
カイラル対称性，日本物理学会第６５回
年次大会，２０１０年３月２１日（岡山
大学）	
 

（筆頭著者以外が登壇者の場合は登壇者の
名前の前に○印）	
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