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研究成果の概要（和文）：テンソル積状態は、相関を持つ量子系を精密に近似し得る能力を持っている。テンソルの最
適化においては、その周囲の環境の構成が重要である。本研究では、境界条件に着目した。相互作用定数が、スムーズ
にゼロへと減少する正弦変形、その逆に増加して行く双曲変形などを１次元量子系に課した。この場合、系の非一様性
にもかかわらず、テンソル積状態が一様性を保ったまま最適化されて行くのである。この一見すると矛盾している関係
が成立している事実を、密度行列繰り込み群などテンソル積形式に基づいた数値計算により明らかにした。

研究成果の概要（英文）：The tensor network states has a hight potential of expressing or approximating a g
iven quantum state wave function. For an efficient optimization of each local tensor, the construction of 
the environment around the tensor is important. In this study, we focus on the boundary condition, i.e. th
e smooth boundary condition, where the interaction parameter gradually decreases to zero toward the system
 boundary, the hyperbolic deformation, where the parameter increases to the boundary. These conditions are
 imposed to one dimensional free or correlated quantum systems. Under these deformation, despite of the no
n-uniformity in the Hamiltonian, the corresponding ground state is uniform, and the local tensors are opti
mized in a homogeneous manner. The fact is confirmed by means of the density matrix renormalization group,
 which is a representative numerical tool to optimize local tensors. Several other trials on the tensor ne
twork state are also reported.
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１．研究開始当初の背景 
 量子状態を局所因子の積として表現した
「テンソル積状態」が、非自明な相関を持つ
低次元量子系の記述に有効であることは、密
度行列繰り込み群（DMRG）の数値的な成功と、
その発展形式であるテンソル積 (変分) 形
式の２次元量子系への応用を通じて、過去１
０年余の間、次第に明らかとなって来た。充
分に最適化されたテンソル積状態は、参照す
る量子状態を精密に近似し得る能力を持っ
ているのである。しかしながら、テンソル積
状態を構成する個々の局所テンソルについ
て要素の最適化を行う計算手法は、あまり効
率的ではない状況であった。例えば、それぞ
れの脚の最適な次元の決定方法が大局的に
最適かどうかは現在でも不明なのである。こ
のような問題が起きる一因は局所テンソル
の最適化において、テンソル周囲の「環境」
を考慮しつつ行わなければならない点にあ
る。環境を構成する際には過大な数値計算が
必要となるのである。従って、問題解決のひ
とつの着目点は、自然な環境の構成方法にあ
った。 
 局所テンソルを取り囲む環境は、系全体の
境界条件を反映するものである。有限系であ
れば、固定端条件、自由端条件、周期境界条
件などの境界条件のいずれかが課されてい
るはずであり、それらを適切に考慮する処理
が求められる。更に、系の性質を熱力学極限
において知ろうとすれば、無限系を取り扱う
か、あるいは有限サイズ・スケーリングを通
じて無限系への外挿を行うこととなる。これ
ら旧来より知られて来た解析手法と、テンソ
ル積形式との関係については、視点を新たに
して整理し直す時期であった。 
 テンソル積形式は主に、一様な周期系へ応
用されて来た。乱れを含む系への応用も散見
されはするが、強い乱れの極限で用いること
ができる実空間繰込み群の応用例などを除
いて、目立った成果は得られていなかった。
また、対象となる系に、比較的ゆっくりとし
た摂動が加わるような場合につても、テンソ
ル積形式の視点からの研究は未開拓の状況
であった。加えて、無限で一様なテンソル積
状態の「一部だけが異なる」ような場合、例
えば瞬間的な局所励起の取り扱いについて
も、それを取り扱う環境の構成方法は未知で
あった。 
 
２．研究の目的 
 テンソル積状態の効率的な最適化手法を
探索し、前項で述べた問題を解決あるいは軽
減する道筋を与えることが、本研究の主な目
的である。最適化する対象であるテンソルを
取り囲む環境は、それ自身がテンソルの積の
縮約として記述されるものである。従来の研
究では、その縮約をいかに効率的に行うかを
主眼として来た。このような、数値計算上の
テクニカルな工夫は継続して行う必要があ
る。しかしながら、数値計算的な「力技」に

は限界もある。言い換えるならば、対象とす
る物理系の性質を考慮せずに、一般的な計算
アルゴリズムのみを探求するのは「汎用性と
いう非効率」を抱える遠因なのである。本研
究では系の物理的な性質、特にエンタングル
メントの距離依存性などをも考慮しつつ、テ
ンソル積状態の最適化全般を効率化して行
くこと念頭に置く。 
 環境の構成方法として、特に着目するのが
境界条件の設定方法である。従来より開放端、
固定端、周期境界条件などが使われて来たが、
本研究では系の中央から次第に相互作用定
数が大きくなって行く「双曲的な変形を受け
た」境界条件と、それとは逆に相互作用定数
が漸減して行く「正弦２乗的な変形を受け
た」境界条件を新たに考慮し、それらが系の
振る舞いに与える影響を探る。この方向は、
研究計画の段階で幾つか掲げた目的の１つ
であり、本研究を経て得られた結果としては
一番得ることが多かったものである。一様な
無限系の一部のみの変化、あるいは時間発展
を考える場合には、ある領域より外側では無
限に同じテンソルが並ぶ形のテンソル積状
態を組むこととなる。その数値的な取り扱い
についても、併せて検討課題とした。 
 量子系の境界条件問題と関連して、双曲空
間中の古典統計モデルも解析の対象とした。
n 次元量子系は、いわゆる量子・古典対応を
通じてn+1次元古典系に対応づけることがで
きる。今考えたような、１次元量子系におけ
る相互作用定数のゆっくりとした変化は、対
応する古典系を「曲がった空間」の中で取り
扱うことに相当している。従って、フラット
ではない空間中に置かれた古典統計模型の
性質、特にその相転移を観察し、その臨界現
象（の有無）を探ることもまた、研究目的の
一つとした。 
 
３．研究の方法 
 計算手法の開発として参照するモデルは、
量子系においては相互作用の変化を含んだ
１次元 S=1 ハイゼンベルグ模型、ハバード
模型、量子イジング模型などであり、古典系
においては双曲格子上に置かれたイジング
模型である。前者については、密度行列繰り
込み群を主な解析手法として用いた。これは、
基底波動関数をテンソル積の一種である行
列積で表現し、局所的なテンソル最適化を反
復的に行うもので、数値計算的には安定して
「ほぼ最適な」局所テンソルが得られること
が知られている。また、いわゆる有限系アル
ゴリズムを用いれば、相互作用定数のゆっく
りとした変動も容易に取り扱うことができ
る。相互作用の変形（空間変化）が双曲的で
あれ、正弦的であれ、用いる計算手法は全く
同じである。但し、テンソル最適化の収束の
様子は変形の種類によって異なって来る。双
曲変形の場合、系の相関は短距離となる傾向
があり、最適化は速く進む。一方で正弦的な
場合は、弱いエネルギースケールが系に含ま



れる関係もあって、遠距離相関が残り、結果
としてテンソル最適化は多少遅くなる。但し、
実際的なシステムサイズでは、この遅延は問
題とならないことが多い。 
 双曲格子上のイジング模型については、密
度行列繰り込み群から派生した、角転送行列
繰込み群を用い、解析を行った。角転送行列
繰り込み群を双曲格子に適用する方法は、双
曲格子が測地線により二分される場合につ
いては既に得られていたが、なるべく多様な
双曲格子についてデータを集めるために、本
研究では新たな計算アルゴリズムを採用し
た。結果として、三角形の規則的なタイリン
グで表現される双曲格子すべてについて、相
転移のデータを集めることが可能となった。 
 以上の手法に加え、テンソル・エンタング
ルメント繰込み群と、動的なブロック繰込み
を用いる TEBD 法なども導入し、主に無限系
を対象として試験的な計算を行った。 
 
４．研究成果 
 双曲的に変形された１次元量子系につい
ては、テンソル積を用いて相関系の解析を行
う準備として、自由場に対する影響を調べた。
一次元のスピンレス・フェルミ格子について、
相互作用が双曲的な空間変調を持つ系では、
その変調を表す関数因子が長さのスケール
を与え、有限のフェルミ粒子密度の下であっ
ても、相関距離が有限となることが判明した。
[論文 7]  この関係が、相関系である S=1 ス
ピン鎖について成立していることは容易に
確認でき、基底状態からの素励起が前述のフ
ェルミ粒子と共通のスケーリング関係式を
満たすことが判明した。[論文 4] いずれの場
合も、相関距離は有限となり、有効的には開
放端の境界条件と共通する振る舞いが局所
テンソルの最適化において現れたと、解釈す
ることが可能であるだろう。 
 双曲的に変形された量子系に対応する古
典系として導入した、双曲格子上のイジング
模型については、研究手段で述べた角転送行
列繰り込み群を用いて、系の中心付近の平衡
状態と、その相転移を観察した。その結果、
秩序・無秩序相転移は２次相転移であり、磁
化に関する限り相転移のユニヴァーサリテ
ィーは平均場的であることがわかった。また、
量子・古典対応を通じて導入した「古典系の
エンタングルメント・エントロピー」は、相
転移点上で有限であることが判明した。[論
文 8] いわゆるエリアルールを通じて、エン
タングルメント・エントロピーより相関距離
を見積もることもできる。その結果、相転移
点上での相関距離は有限にとどまることが
判明した。これは、前述の平均場的な振る舞
いと一見すると矛盾しているように映る。し
かしながら、ベーテ格子上での相転移でも同
様な現象は発現する。系が双曲的であるとい
うことは、結果としてベーテ格子的な振る舞
いを呼び起こすのである。[論文 2] 双曲格子
の内、その曲率が小さな場合を取り扱う手法

も開発した。相転移については、同様な振る
舞いが観察され、転移点上での相関距離は、
系の極率半径のオーダーであることが確認
された。[arXiv:1403.5377] これらの結果を
踏まえて、対応する量子系である「双曲変形
された一次元横磁場イジング模型」について
相転移解析を行った。[arXiv:1008.3458] こ
の解析結果については、境界条件の解釈を巡
って議論あり、まだ出版には至っていない。 
 再び量子系に話を戻すと、相互作用が正弦
的に変化する場合、開放端（あるいは固定端）
境界条件であるにもかかわらず、系の基底波
動関数が周期境界条件下のものと一致する
現象が、自由フェルミ系についてしられてい
た。この不思議な一致が、S=1/2 ハイゼンベ
ルグ・スピン系と、そのパラメター変形であ
る XXZ 模型についても成立するかどうか、
数値計算を行ったところ、このような相関系
でも同様な効果が得られることが判明した。
[論文 6] スピンを持つフェルミ系の代表例
である、ハバード模型についても、同じよう
に開放端条件と正弦的な変形の組み合わせ
が、周期境界を呼び起こすことが確認できる。
[論文 5] この不思議な一致は、桂らによって
解析的な原因が解明される所となった。これ
らの成果をまとめて、日本物理学会の会誌に
掲載した。[論文 3]  
 変形が双曲的であれ正弦的であれ、局所テ
ンソルは一様性を保ったまま最適化される。
これは、相互作用が非一様であることとは対
照的な現象である。さて、テンソル積が無限
一様である条件下で、局所的な擾乱が置きる
と、その影響は波のように広がって行く。波
の先端では、その変化を継続的に追うことが
可能となる。この計算手法を、動的なテンソ
ル積形式と組み合わせた結果を arXiv: 
1207.0862 として報告した。(著者間での意
見の相違があり、まだ出版可能な形にはまと
められていない。) 無限・一様なテンソルは、
いわゆるテンソル・エンタングルメント繰込
み群にも現れる。この場合のエンタングルメ
ント変化は、本研究テーマとは少し関係が薄
いものではあるが、発展的な課題として取り
組み、エンタングルメント・スペクトルが二
重化されることが判明した。[論文 1] 
 以上の成果については機会あるごとに、統
合的な視点から総括的な発表を行って来た。
個々にとりあげはしないが、内容については
下記の「学会発表」等の題目を参照されたい。 
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