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研究成果の概要（和文）：  対密度汎関数理論は、電子間相互作用の情報を電子密度よりも多く含んだ対密度を再現で
きる理論です。対密度汎関数理論の開発には問題が二つあります。一つは運動エネルギーを対密度の汎関数で如何に与
えるかです。もう一つは対密度の探索範囲を如何に設定するかです。
　本研究では、これらの問題解決に取り組みました。一つ目の問題に関しては、運動エネルギー汎関数が満たすべき厳
密な関係式や結合定数積分表示を利用して、近似形の開発に成功しました。二つ目の問題に関しては、電子座標のスケ
ーリングを利用した探索範囲拡大法(スケーリング法)を開発しました。開発した近似形やスケーリング法の有効性を実
際の数値計算で示しました。

研究成果の概要（英文）：  The pair density (PD) functional theory is the theory that can reproduce the gro
und-state PD that contains more information on the electron-electron interaction than the electron density
.  In order to develop the PD functional theory, there exist two kinds of problems.  One is how the kineti
c energy (KE) is expressed as a functional of the PD.  Another problem is how to set the search region of 
PDs.  
  In this study, we have tackled with both two problems.  Concerning the first problem, we have developed 
approximate forms of the KE functional both by utilizing relations and bounds as the restrictive condition
s on the approximate functional and by utilizing the coupling-constant expression for the KE functional.  
Concerning the second problem, we have developed the PD functional theory utilizing the electron coordinat
es scaling (scaling method).  We have successfully show the validities of both proposed approximate KE fun
ctionals and the scaling method through the actual calculations.
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１．研究開始当初の背景 
物性物理学の大きな課題の一つに「電子相

関」の問題があります。近年の興味深い諸現
象（例えば重い電子系）は、この電子相関が
主役だと考えられています。もし電子相関を
適切に記述する理論が手に入れば、物性物理
学の理解は飛躍的に拡大するはずです。 
電子相関を記述する理論の開発の第一段

階として、我々は「拡張された制限つき探索
理論」を提唱しました。本理論の有用性を確
認するために、基本変数を様々に選び、従来
の理論（例えば、磁性物質に有効なスピン密
度汎関数理論や電流密度汎関数理論、さらに
は局在電子系に有効なLDA+U法やハイブリッ
ド法など）が完全に再現されることを示しま
した。これは「拡張された制限つき探索理論」
が新しい有効理論を構築する際の良い基盤
となることを表しています。 
そこで研究の次の段階は、この「拡張され

た制限つき探索理論」に基づいて、電子相関
を描写できる新しい有効理論を開発するこ
とになります。電子相関を描写するために
我々が用いた戦略は、二次簡約化密度行列の
対角成分、いわゆる「対密度」を基本変数に
選ぶことです。対密度とは電子密度を拡張し
た概念の物理量で、当然のことながら電子密
度も情報として含んでいます。ゆえに対密度
を基本変数に選んだ「対密度汎関数理論」は、
オリジナルの密度汎関数理論を有意に超え
る理論となることが期待できます。 
我々は、本研究課題に先立ち、単一スレー

ター行列式による対密度の再現を目指した
理論を開発しました。この理論では、対密度
の探索範囲に制限があるものの、相関効果を
明確に含んだ N表示可能な対密度（反対称波
動関数から計算される対密度）が得られます。
その意味で、この理論は波動関数理論のハー
トレー・フォック近似に相当する対密度汎関
数理論の「出発理論」と見なせるものでした。 
以上の背景のもと本研究はスタートしま

した。 
 
 
２．研究の目的 
 波動関数理論がハートレー・フォック近似
を基礎に様々拡張されたように、「対密度汎
関数理論」も上述の「出発理論」を基礎に発
展させることができると考えられます。本研
究では、この「出発理論」を発展拡充するこ
とを目的としました。具体的には、 

目的 1. 対密度汎関数理論における運動
エネルギー汎関数の近似形開発   

目的 2. 対密度の探索範囲の設定方法の
開発 

目的 3. 電子構造計算による対密度汎関
数理論の有効性の実証 

を目的としました。 
 
 
３．研究の方法  

3.1 対密度汎関数理論における運動エネル
ギー汎関数の近似形開発（目的１） 

通常の密度汎関数理論における交換相関
エネルギー汎関数の近似形開発を参考にす
れば、運動エネルギー汎関数の近似形を開発
する手法として、以下の2つが考えられます。  
(I) 運動エネルギー汎関数が満たすべき関

係式を制限条件として利用する手法。 
(II)運動エネルギー汎関数の厳密な表式を

導き、それを近似することで汎関数を開
発する手法。 

これら 2つ手法に従って、対密度汎関数理論
における運動エネルギー汎関数の開発を進
めました。もちろん、このような二つの手法
は、本研究で初めて示したものです。 
 
3.2 対密度の探索範囲の設定方法（目的 2） 
従来の対密度汎関数理論の「出発理論」で

は、単一のスレーター行列式により対密度の
再現を行っているため、対密度の探索範囲が
狭いという課題が残されていました。この課
題で重要なことは、N表示可能な対密度の中で
探索範囲拡大を実現しなければならないとい
うことです。しかし、対密度のN表示可能性に
対する必要十分条件は、現在までのところ実
用的な形では知られていません。そこで、本
研究では波動関数由来の対密度であることを
保証しつつ、対密度の探索範囲拡大を実現す
る次の三つの手法を開発しました。 
 
3.2.1 複数のスレーター行列式による対密

度の探索範囲の拡大 
この方法では、既知のスレーター行列式の

一次結合の形で与えられる波動関数から対密
度を構築しています。展開係数を変化させる
ことで、N表示可能な様々な対密度を作り出す
ことができます。スレーター行列式が有限個
であってもN表示可能な対密度が得られると
いう特徴があります。また、用いるスレータ
ー行列式を増やせば、基底状態の対密度が原
理的には厳密に再現できます。このように、
明確に相関効果を含んだ対密度の中で最適な
対密度を探索でき、かつ計算可能な対密度汎
関数理論は本手法が初めてです。 
 
3.2.2 スケーリング法 
この方法では、3.2.1の方法で得られた対密

度（これをシード対密度と呼んでいます）に
電子座標の均一スケーリング操作を施し、そ
のスケーリング因子を変分パラメーターに使
用します。この手法のメリットは、N表示可能
な対密度の範囲で対密度を変えられることの
他に、計算量が少ないことが挙げられます。
3.2.1の方法においては、探索範囲を拡大する
ためには、より多くのスレーター行列式によ
る展開が必要となります。その結果、計算が
増加してしまいますが、スケーリング法では
計算量は少く、かつ効果的に探索範囲の拡大
が可能となります。さらに、本手法で得られ
る対密度は厳密にヴィリアル定理を満たすと



いう特長も持っています。 
 
3.2.3 複数シード対密度を用いたスケーリ

ング法 
 この方法では、スケーリング法におけるシ
ード対密度として、複数の対密度を使用する
というものです。開発は始まったばかりです
が、対密度の探索範囲のさらなる拡大が可能
であると期待されます。 
 
3.3 電子構造計算による対密度汎関数理論の

有効性の実証(目的3) 
  対密度汎関数理論では、電子間相互作用の
情報を含んだ対密度の再現が可能です。対密
度汎関数理論の真価を評価するためには、ど
の程度、得られた対密度によって電子間相互
作用の様相が記述できているかを評価するこ
とが望まれます。そこで本研究では、電子間
相互作用の様相を記述する交換相関ホールや
電子間相互作用のエネルギーなどの参照デー
タが豊富にある原子を、テスト計算のターゲ
ットとしました。つまり、上記3.1および3.2
で開発した対密度汎関数理論を原子に適用し
、そこで得られる交換相関ホールや電子間相
互作用のエネルギーなどを、参照データ（例
えば、配置間相互作用法などの大規模計算の
計算結果）と比較することで対密度汎関数理
論の有効性を実証しました。 
 
 
４．研究成果 
4.1 運動エネルギー汎関数の近似形開発(目

的 1) 
4.1.1 厳密な関係式を制限条件として利用

する手法 
本手法の第一段階として、運動エネルギー

汎関数が満たすべき厳密な関係式（一種の総
和則）を導きました。具体的には、(A)電子座
標の均一なスケーリング、(B)不均一なスケー
リング、(C)並進および回転、に対する運動エ
ネルギー汎関数の変化を調べることで導きま
した。さらに、(D)対密度に関するホーヘンベ
ルグ・コーンの定理を利用し、運動エネルギ
ー汎関数が満たすべき厳密な関係式を導きま
した。本研究では、トータルで7つの厳密な関
係式を得ました。これらは、全て運動エネル
ギー汎関数の近似形開発に用いることができ
ます。さらに、既にある近似形の評価にも使
用できます。 
実際に、これら厳密な関係式を制限条件と

して用いることで運動エネルギー汎関数の近
似形を提案しました。例えば、上述の(A)と(D)
の厳密な関係式を用いて導出した近似形とし
て、次式で与えられる運動エネルギー汎関数
を開発しました。 
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で与えられます。この近似形はKとK’という
パラメーターを含みますが、これらは実際の
計算の中で別の条件を用いて決められていま
す。 
  
4.1.2 厳密な表式を近似する手法 
 本手法の第一段階として、運動エネルギー
汎関数の厳密な表式（結合定数積分表示）を
求めました。この運動エネルギー汎関数の結
合定数積分表示に摂動論による近似を施すこ
とで、運動エネルギー汎関数の近似形を考案
しました。得られた近似形は、相互作用のな
い系における運動エネルギー（Ts）に相関エ
ネルギー(Ec)による補正を加えた形をしてい
ます。TsとしてはThomas-Fermi(TF)、Gauss関
数 モ デ ル (GM) 、 お よ び Thomas-Fermi- 
Weizsacker (TFW)汎関数を、Ecとしては密度
汎関数理論における局所密度近似(LDA)およ
びPerdew-Burke-Ernzerhof(PBE)汎関数を用
い、合計6種類の近似形を考案しました。 
 
4.2 対密度の探索範囲の設定方法(目的 2) 
 3 章で述べた 3 つの手法に対する定式化は
全て終了しました。3.2.3 で述べた複数シー
ド対密度を用いたスケーリング法について
は未発表ですが、他の 2つの方法の定式化に
ついては、例えば、Phys. Rev. B. 82, 
155135/1-12 (2010), Phys. Rev. A 84, 
044502/1-4 (2011), Phys. Rev. A 87, 
032511/1-11 (2013)に詳説されています。これ
らの定式化を用いて、次節(4.3)で述べる有効性
の確認は行われました。 
 
4.3 電子構造計算による対密度汎関数理論の

有効性の実証(目的 1, 2, 3) 
まず運動エネルギー汎関数としては、4.1.1

で紹介した近似形((1)および(2)式）、探索範
囲の拡大に関しては、スケーリング法を用い
て原子構造計算を行った結果を説明します。 
図1にMgの計算結果を示しました。横軸は、

スケーリング法におけるシード対密度を構築
する際に使用したスレーター行列式の個数を
表しています。図中の白抜きのプロット
(conventional method)は、3.2.1で述べた複
数のスレーター行列式による対密度の探索範
囲の拡大を行った結果です。縦軸は、電子間
相互作用の誤差（ W ）、ポテンシャルエネ
ルギーの誤差（ V ）、運動エネルギーの誤
差（ T ）、またヴィリアル比の誤差（ viralR
）が示されています。この図のように、使用
するスレーター行列式の個数を増やすことで
誤差は減少しますが（白抜きプロット）、ス
ケーリング法（黒塗りプロット）では少ない
スレーター行列式の個数でも効果的に探索範



囲が拡がり、その結果、誤差が減少している
ことがわかります。同様の結果は他の原子で
も得られました。 
次に、Ne原子について交換相関ホールを計

算した結果を図2に示しました。図2より、ス
ケーリング法で計算した結果は、大規模計算
の結果（CI method）とよく一致していること
がわかります。 

図1,2の結果は、テスト計算で得られた対密
度が大規模計算から得られた結果をよく再現
していることを示唆するものです。このこと
は、用いた運動エネルギー汎関数の近似形
((1)および(2)式）の有効性を示していること
にもなります。 
最後に、4.1.2で説明した手法で開発した運

動エネルギー汎関数の近似形と、スケーリン

グ法を用いた場合のテスト計算の結果につい
て説明します。 
4.1.2で説明したように近似形はTs-Ecとい

う形をしています。Tsとして、TFやGM汎関数
の代わりにTFW関数を用いることで、運動エネ
ルギー、ポテンシャルエネルギー、電子間相
互作用のエネルギーおよび交換相関ホールの
誤差はいずれも低減することが確認されまし
た。またLDAやPBEのＥｃ補正項により、運動エ
ネルギーの2種類の誤差（厳密な基底状態の対
密度を近似形に代入しても生じてしまう「近
似形自身の誤差」と、「対密度の誤差によって
生じる運動エネルギーの誤差」）が共に減少す
ることが明らかとなりました。 
このように、対密度汎関数理論の問題に対

して、本研究では有効な手法および近似形を
提案し、それらの有効性を示すことができま
した。次の段階は、対密度汎関数理論の固体
への応用、有限温度系への拡張・適用である
と考えられます。本研究で得られた手法と近
似形は、これら次段階においても適用可能と
考えられます。 
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