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研究成果の概要（和文）： 

本研究は、ループ空間の幾何学、特に指数定理へむけた挑戦的研究を行った。この 2年間

では、ループ空間（無限次元多様体）にソボレフパラメータに付随したリーマン計量によ

り、リーマン曲率の公式を具体的に擬微分作用素によって表わす公式を与えた。これをも

とに、特性類の定義、さらに２次特性類（チャーン・サイモンズ不変量）の定義に成功し

た。また、佐々木アインシュタイン多様体についての詳細な計算を行い、その非自明性に

ついて示すことができた。 

 
研究成果の概要（英文）： 
The aim of this research project is to deal with the loop space from geometric point of 
view towards to furnish the index theory of this space.  Through these 2 years, we 
define the Riemannian metrics with Sobolev parmeter on the loop space, which is an 
infinite dimensional manifolds, and give an expricit formula for the curvatures in 
terms of pseudo-differential operators. We could give a definition of characteristic for 
the loop space, and also secondary characteristic class(Chern-Simons class) for this 
space. To show the non-triviality, we compute an example of Kahler-Sasakian 
manifolds explicitly.   
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１．研究開始当初の背景 
ループ空間の幾何学は、理論物理学、特に

超弦理論での問題を明解に説明するための

重要な役割を負うと期待されている。実際、

素粒子論研究者が超弦理論や共形場理論の

研究においてユーリスティックな理論展開

のなかで、ループ空間の幾何学を提案して

いる。それにより、発散のない量子場理論

が構成できるという期待があり、現在素粒

子論研究の中核となる研究として、D ブレ

イン、ミラー対称性等、多くの研究が進ん

でいる。しかしながら、この結果自身は数

学としてどのように定式化しそれを肯定的

に導くかが全く不明の段階であった。数学

では、無限次元多様体の幾何学の問題とし

て重要な問題と捉えている。この問題での

最終的な目標は、ループ空間の不変量を計

算することであり、そのために指数定理が

期待されている。、これらを数学的厳密性で

捉えることは、今のところできていない。

数学側からのアプローチは、Bismutによる

確率解析でのアプローチである。Bismutは、

有限次元での指数定理を確率解析による手

法を使って証明しなおすことから、それを

無限次元に応用することを試みている。し

ながら、Bismutのアプローチでも、まだま

だ満足される解決にはいたっていない。指

数定理の問題は、この問題の難しさは、す

べてに無限大の発散が含まれていることに

あり、発散をコントロールして、いかに幾

何学的不変量を取り出すかという技術的な

問題がある。これが本研究を行う背景であ

る。一方で、物理を離れて、ループ空間の

幾何学を構築することは、無限次元多様体

の幾何学を進展させていく期待がある。こ

れにより、モジュライ空間の幾何学、特に、

J-正則写像のモジュライ空間の研究は、フ

レアホモロジーやコホモロジーの研究とし

て、活発な研究が進められている。これら

を無限次元多様体の有限次元へのリダクシ

ョンとしてとらえることが考えられるが、

無限次元多様体としての取り扱いは、まだ

おこなわれてはいない段階である。このた

めには、ループ空間が 1次元多様体からの

写像であるものを、2 次元多様体からの写

像の取り扱いへとステップアップする必要

がある。また、さらに一般次元多様体の写

像へと進展させることも重要な問題とされ

ている。これらの研究を進めるためにも、

ループ空間の幾何学の研究が期待されてい

る。 

 

２．研究の目的 

Atiyah-Wittenに示唆されたように、ループ

空間の幾何学は超弦理論での問題を明解に

説明するための重要な役割を負うと期待さ

れている。しかしながら、この結果自身は

数学としてどのように定式化しそれを肯定

的に導くかが全く不明の段階である。本研

究の目的は、この数学的定式化に挑戦し、

その第一段階として指数定理を表現するル

ープ空間の特性類を擬微分作用素の理論を

駆使して構成することである。 これによ

り、今まで知られていない新しい幾何学的

不変量の導出や多様体のＳ１作用に対する

ホモロジカル同値性についての判定への応

用を目標とする。本研究は、無限次元の幾

何学を単なる一般論として構築するのでは

なく、ループ空間という具体的な対象に対

して幾何学と物理学の双方の観点から扱う。

そのなかに、擬微分作用素の解析（特に多

様体の上の大域理論）が必要であり、いま

まで代表者が構築してきた多くの結果を応

用し、その有効性を示す。幾何学の問題に、

トップの解析技術が応用される可能性を強

くアピールできる意義も目的である。この

構成によって今まで知られていない新しい

不変量の導出とそれによる多くの応用が期

待される。特に、ループ空間の基本群等の

位相的性質の導出も目的にする。この理論

のなかでは、煩雑かつ膨大なテンソル解析

を行う必要があり、試行計算として



Mathematicaを利用したテンソル解析プロ

グラムの開発目指し、微分幾何学の計算プ

ログラムのインターネット公開を行い、微

分幾何学の計算プログラムの共有ネットワ

ークも構築していく。本研究について、ボ

ストン大学Steven Rosenberg教授とも長年

に亘り討論を重ねてきている。多くの部分

は、同氏との共同研究ともなる国際共同研

究である。また同氏の博士課程学生、ポス

ドクもこのプロジェクトへ招き、若手研究

者をこのプロジェクトのなかで育成してい

くことも意識した研究推進を行っていく。 

 

３．研究の方法 

本研究では、第一に解析的不変量の構成を

厳密に行い、そののちに位相不変量につい

ての考察を進めることである。そのために、

ループ空間の特性類の構成を、研究代表者

が長年かけて行ってきた多様体上の擬微分

作用素の理論を駆使して構成することであ

る。ループ空間にソボレフパラメータに付

随したリーマン計量を与え、それに従った

リーマン接続とリーマン曲率の公式を具体

的に擬微分作用素によって表わす公式を求

める。その接続は、ループ群の場合には、

D.Feedの結果と一致することをこの立場か

ら検証する。これをもとに、0 次可逆な擬

微分作用素のなす無限次元リー群を標準な

ファイバーとする主バンドルの考察からウ

ォジスキートレースを利用して特性類を定

義する。さらに２次特性類（チャーン・サ

イモンズ不変量）が定義される場合を調べ

る。奇数次元についてこの特性類の非自明

性を示すために、様々な例について検証を

行う。佐々木アインシュタイン計量が一つ

の有力な候補と考えられるので、それにつ

いて具体的な検証をする。この計算を行う

ために、Mathematicaによるテンソル計算ソ

フトの開発も行っていく。ループ空間には

自然なS1作用がある。これを勘案した幾何

学の構成を行うことが最終的な目標にもな

る。そのために、S1作用の共変性や共形変

換等、不変性についての考察をおこなって

いく。奇数次元の場合には、特別な性質が

あることが期待され、その場合について詳

細な考察を行う。この議論をさらに広げて、

一般写像空間（一般次元の多様体間の写像

空間）や微分同相写像全体の無限次元空間

の幾何学へこの手法が有力であるかどうか

の探索を始める。これらの研究を進めるた

めに、研究協力者であるボストン大学の

Steven Rosenberg氏との研究討論を定期的

に行い、また、国内外の学会や研究集会に

てその成果を発表し、評価を受けていく。 

 

４．研究成果 

上記の研究の方法で述べたことを具体的に

実行していくことで、様々な成果がえられ

た。第一は、擬微分作用素の解析（特に多

様体の上の大域理論）が必要であり、いま

まで代表者が構築してきた多くの結果を応

用するために、研究代表者が長年に亘り行

ってきた研究手法を有効に使える整備を行

なった。それにより、ループ空間にソボレ

フパラメータに付随したリーマン計量を与

え、それに従ったリーマン接続とリーマン

曲率の公式を具体的に擬微分作用素によっ

て表わす公式を与えた。これをもとに、0

次可逆な擬微分作用素のなす無限次元リー

群を標準なファイバーとする主バンドルの

考察からウォジスキートレースを利用して

特性類を定義した。さらに２次特性類（チ

ャーン・サイモンズ不変量）が定義される

場合を調べることができた。特性類の非自

明性を示すために、S2n+1 ×S2n+1の上にある

佐々木アインシュタイン構造を用いて、そ

のループ空間の曲率、チャーン類、2 次特

性類の具体的な計算を行うことで、ループ

空間での 2次特性類の自明性を示すことが

できた。ループ空間でのチャ―ンクラスお

よび 2次特性類についての構成法の提案が

ほぼ完成しつつある。さらに、この研究の

意義を明確にするために、一般の写像空間

（一般次元の多様体間の写像空間）や微分

同相写像全体の無限次元空間の幾何学へこ

の手法が有力であるかどうかの探索を始め

るループ空間以外の無限次元多様体での幾

何学的対象でのチャ―ンクラスの構成を行

ってみること、その応用、さらにはディラ

ック作用素の構成、共変理論の構成等を進

めていくことへと研究が進展している 

これらの研究を進めるために、研究協力者



であるボストン大学の Steven Rosenberg

氏との研究討論を定期的に行い、その成果

は現在論文としてまとめている。本研究で

は、ループ空間での計量、チャ―ンクラス

の設定および非自明性についての検証は、

具体的な例での計算であり、かなり煩雑か

つ膨大な計算が必要であることも分かり、

そのために、テンソル解析の計算プログラ

ムを実装して、Mathematica 等の計算ソフ

トへ搭載できる試行も行った。これらのソ

フトも関連する研究者へ提供している。現

在までの成果について、様々な専門家との

討議を行って評価も得てきた。今までの成

果を再度考察しなおし、これらをまとめて

いく段階にはいることが出来ている。さら

に、ループ空間以外の無限次元多様体での

幾何学的対象でのチャ―ンクラスの構成を

行ってみることを戦略的に進展させるため

に、J-正則写像のモジュライ空間の研究を

進めている。これは今までの研究手法が応

用できる見通しは立ってきたが、計算等さ

らに複雑になる。この困難さを乗り越える

方法を現在模索しているが、いくつかのア

イデアを試行している。本研究の最終目的

となる指数定理の構築のために、無限次元

ディラック作用素の構成も進めている。ま

た共変性のある理論の構成等を進めている。

また、ループ空間の量子化問題についても

進展が進んできた。特に、変形量子化によ

るアプローチが有効であることが分かって

きた。この研究方向も進展させている。さ

らには、本研究はボストン大学 Steven 

Rosenberg 教授との共同研究として、さら

に発展できることが明確になった。この研

究が国際共同研究として、意義ある研究に

なる見通しもできた。 
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