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研究成果の概要（和文）：本研究では準楕円性と磁場付きシュレジンガー作用素の固有値問題を

研究した。非準楕円性や非解析的準楕円性と磁場付きシュレジンガー作用素の固有値問題との

関係についての成果があった。また研究集会を開催して準楕円性と関連する諸分野の研究交流

を行った。 
 
研究成果の概要（英文）：In this research, we studied hypoellipticity and the eigenvalue 
problems of Schroedinger operator with magnetic fields. We obtained some results on the 
relation between the both fields. We also organized some international conferences and 
supported academic exchanges between researchers related to hypoellipticity.  
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１． 研究開始当初の背景 

代表者は準楕円性の研究者としてその
キャリアを始めた。大学院のころは
Sj"ostrand, Grijis, Helffer らの仕事
を学んだが、当時彼らは準楕円性の研究 
 から、その技術が役に立つ準古典解析
の分野に研究テーマを変えていた。代表
者が準楕円性の研究で結果を出せたの
は今から２５年ほど前、森本芳則先生が 
楠岡-Stroock の無限次退化楕円型作用
素の準楕円性をマリアヴァン解析でや
られた仕事を超局所解析で始められた
のを契機とする。代表者は準楕円性につ
いての仕事をいくつかやった後、研究対 

象を分散型方程式の平滑化作用に移したが、
２００２年 に Rutgers の Costin が、代表
者が書いた最後の（非解析的）準楕円性に関
する論文（京大ジャーナル１９９５年掲載）
の結果を改良した論文 Sのプレプリントを送
ってきた。 当時すでに興味が移っていて、
またその論文は自分ではあまり満足できな
い結果であったこともあり、その後その論文
が代表者の書いたものの中でもインパクト
ファクターの高い論文であることを知って
も、元の分野に戻とうとは思わなかった。 
今回この考えを覆し、本研究を開始しようと
思った契機は、２００９年９月パリ１３大学
で行われた Helffer の還暦を記念する研究
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集 会 で 、 講 演 者 の １ 人 の  Rutgers の 
Chanillo 氏と懇談した際、彼は代表者の名
を知っていて Helffer や Laptev らと非解
析的準楕円性に関する論文 (Journal of 
Funct.Anal.２００４年掲載)を書いている
ということを知ったことにある。つまり元の
分野でやり残した仕事をやろうというのが
本研究の主旨であった。 

   
 
２．研究の目的 
本研究では無限次に退化した楕円型作用素
の準楕円性と磁場付きシュレジンガー作用
素のスペクトルの性質を研究する。特にこれ
ら２つの話題の関連を考察することによっ
て新しい結果を導くのが目的であった。具体
的にはベクトル場の２乗の和で表される無
限次退化楕円型作用素の準楕円性とユーク
リッド空間の領域で定義された磁場付きシ
ュレジンガー作用素の境界値問題の固有値
あるいはスペクトルの下限等の性質の新し
い結果を出すことを主な目標であった。 
 
３．研究の方法 
基本的には本研究では研究代表者が研究目
的を達成するために必要な知識を得ること
によって研究を進めた。また研究集会で本課
題と関連のある国内外の研究者を招聘して
研究交流をおこなった。具体的には龍谷大学
と山口大学が共同で主催する研究集会“松山
キャンプ”にて国内外の研究者を招聘して研
究交流を行った（２０１０年度）。また代表
者の所属する兵庫県立大学の数理科学教室
と立命館大学が共同で行っている偏微分方
程式姫路研究集会でも海外からの研究者を
招聘した（２０１１年度）。 
 
４．研究成果 

（１）まず退化した楕円型作用素の非準楕円

性と非線形固有値問題の関係を研究した。非

線形固有値問題は非自己共役固有値問題の１

つであり、スペクトル理論の中で最近最も盛

んに研究されているレゾナンスや、波動方程

式のダンピング項と解の減衰とも関連する重

要なテーマの一つである。一方非準楕円性の

証明には滑らかでない解を構成すればよいの

だが、これはなかなか難しいことである。そ

こで本研究では一つの変数に関して部分フー

リエ変換してパラメータの付いた固有値問題

を考えた。つまり滑らかでない解は、もしそ

れが存在するとすれば、固有値問題の固有関

数になり、その固有関数のパラメータについ

ての挙動をみると元の関数が滑らかでない解

であることがわかるのである。目標の非準楕

円性の証明にはその非線形固有値問題の固有

値の存在と固有値と固有関数がパラメータに

どのように依存するかを調べればよいことが

わかった。 

（２）次に上述の非線形固有値問題の固有値

の存在の証明の技術的側面を研究した。それ

は大きく３つの方法に分かれている。 

まず代表者が書いた最後の（非解析的）準楕

円性に関する論文では M.Christ の手法を利

用した。この方法では常微分方程式から解の

微分不等式を導き、そこからパラメータが複

素平面のいくつかの半直線上を動くときのロ

ンスキアンの上と下からの漸近評価より最終

的には 関数論のPhragmen-Lindeleofの原理

にもっていき、それによってロンスキアンが

零点を持つこと示す。しかし Costin の手法

はこれをさらに精密にやるによるもので 

ある。かれはもとの方程式を変換して、ベッ

セルの微分方程式で近似して、ベッセル関数

の古典的で精密な情報により、代表者ができ

なかった残された場合でも非解析的準楕円性

の証明に成功した。 

一方、Chanillo氏がHelffer や Laptev らと

の共同研究で用いた方法はこれらとは全く異

なる方法であった。その方法とは固有値問題

を積分作用素の固有値問題に変換してそのト

レースをみることによる。この方法は一般性

が高く、上述の常微分方程式に基礎をおくや

り方と違って多次元の一般的な作用素の場合

の結果を導くことができる。しかしこの方法

も欠点があり、必ずしもベストの結果が得ら

れず強すぎる仮定からしか結論がでなかった

りすることがわかった。 

最後の方法は D.Robert らによる手法で、上

述のトレースをみることに準古典解析の手法

を付加したもので、トレースがプランク乗数

がゼロに近づくときの漸近展開の最初の項を

求めることによりトレースがゼロでないこと

を示すのである。 
本研究では上述の３つ方法で２つめの方法
の３つめでないやり方、つまり準古典解析的
ではない不等式を探求した。 
（３）磁場付きシュレジンガー作用素のスペ
クトルの性質では、上述の非線形固有値問題
が最小固有値の固有関数が平面領域の境界
で曲率が最も高いところに集中することと
滑らかでない解と関連があることがわかっ
た。そのことを進めれば Ginzburg-Landau 汎
関数と関連して超伝導現象の理解が深まる
ことと思われる。 
 
２０１０年度の“松山キャンプ”では近年準
楕円性の手法が有効であることがわかって
きた Boltzman 方程式の研究者も招聘され、
代表者や連携研究者はこれらの人々との研
究交流ができた。このことは代表者の大いな



る幸いと思える出来事であった。関係した
方々全員に感謝の意を表します。これにより
両分野に新たな展開があればと思っている。 
 
２０１１年度４月に代表者の家庭の状況が
一変して代表者が研究活動に多くの時間を
さくことが不可能になった。そのため研究期
間内に代表者は査読付きの論文での発表と
いう形で研究を完成できなかった。この期間
中に研究したことはなんらかの形で発表し
ようと思っている。 
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