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研究成果の概要（和文）：３次元カラビ・ヤウ多様体は超弦理論における余剰次元に出現すると考えられており、数学
物理双方にとって重要な空間である。この空間上の曲線を数え上げるDonaldson-Thomas (DT) 不変量の生成関数は、超
弦理論に端を発する種々の性質を持つと予想されている。連接層の導来圏における半安定対象を数え上げる不変量を構
成し、これを用いることでDT不変量に関する種々の予想に応用した。

研究成果の概要（英文）：A 3-dimensional Calabi-Yau manifold is expected to appear as an extra dimension in
 string theory, and an important space both in mathematics and physics. The Donaldson-Thomas (DT) invarian
ts counting curves on that space are conjectured to satisfy several properties originating with string the
ory. I constructed invariants counting semistable objects in derived categories of coherent sheaves, and a
pplied them for several conjectures on DT invariants. 
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１．研究開始当初の背景 代数多様体上の連
接層の導来圏は、代数幾何学とシンプレクテ
ィック幾何学、表現論、非可換代数論との間
の対称性を実現すると考えられており、現在
活発に研究されている。２００２年に
Bridgeland は導来圏の安定性条件の概念を
導入し、上記の対称性が安定性条件を用いて
統一的に理解できると考えられる様になっ
た。しかし、３次元射影的カラビ・ヤウ多様
体上に安定性条件が存在するか否かが未解
決であり、この場合の安定性条件の研究は滞
ったままであった。一方、Thomasは１９９
８年に３次元カラビ・ヤウ多様体上の安定層
を数える不変量（DT 不変量）を導入した。
特に階数が１の連接層を数える DT不変量は
曲線を数え上げており、この場合の DT不変
量が Gromov-Witten 不変量と等価であると
Maulik-Nekrasov-Okounkov-Pandharipan
de（MNOP）により予想された。私は２００
９年度までの研究により、安定性条件の概念
の改変版である弱安定性条件の概念を導入
した。弱安定性条件は安定性条件より構成が
容易であり、弱安定性条件の空間における壁
越え理論を適用することで階数が１の DT不
変量に関する重要な結果を得た。例えば
Pandharipande-Thomas による DT 不変量
と安定対不変量の間の等価性予想、MNOP
による DT不変量の生成関数の有理性予想の
オイラー数版が示された。研究開始当初、そ
れまでの弱安定性条件を用いたアプローチ
を更に様々な問題に適用する事、また本来の
Bridgeland 安定性条件を構成して DT 不変
量の研究に更なる応用を与える事が求めら
れていた。また Bridgeland 安定性条件と双
有理幾何学、行列因子化など、安定性条件の
様々な側面の理解も求められていた。 
 
２．研究の目的 ３次元カラビ・ヤウ多様体
上の DT不変量の生成関数は、超弦理論に端
を発する種々の性質を持つと予想されてお
り、これらの解決に導来圏の（弱）安定性条
件を用いて寄与することが目的である。３次
元射影的代数多様体上の Bridgeland による
本来の安定性条件の構成問題も未解決であ
るため、この問題を解決することで安定性条
件の理論に進展を与える。また、安定性条件
を用いて極小モデルプログラムをモジュラ
イ論的解釈する事、行列因子化を数える DT
型の不変量を導入することも目的である。 
 
３．研究の方法 ２００９年までの研究で進
展した弱安定性条件の壁越え理論を用いて、
DT 不変量の研究に応用を与える。また、３
次 元 射 影 的 代 数 多 様 体 上 の 本 来 の
Bridgeland安定性条件の構成には、代数曲面 
の場合の構成を参考にする。超弦理論のアイ
デアも参考にして研究を進める。 
 
 
４．研究成果 導来圏の弱安定性条件の壁越

え理論を用いて、局所 K3 曲面上の曲線を数
えるDT型不変量に関する重要な公式を得た。
これは、局所 K3 曲面上の曲線を数える DT 型
不変量の生成関数が因数分解され、各因数が
局所 K3 曲面上の半安定層の数え上げ不変量
に対応するという公式である。後者の不変量
は K3 曲面の点の Hilbert 概型のオイラー数
を用いて記述できると予想され、特にある種
の保型性を持つと期待される。これが正しけ
れば、局所 K3 曲面上の曲線を数える DT 不変
量の生成関数にある種の保型性が存在する
ことになるが、これは超弦理論の文脈で
Katz-Klemm-Vafa(KKV)により予想されてい
た性質である。この結果は、KKV 予想に重要
な寄与を与えたといえる。 
 Bayer 氏、Macri 氏との共同研究により、
３次元射影的代数多様体上の Bridgeland 安
定性条件を与える候補となるデータを構成
した。我々の方法は連接層の圏の２重傾斜を
用いるというものであり、代数曲面の場合の
構成の高次元化である。また我々が構成した
データが実際に Bridgeland 安定性条件を与
える事と、連接層のある種の２項複体の３次
Chern数を評価するBogomolov-Gieseker(BG)
型不等式予想が等価であることを示した。こ
の不等式予想は、それ自体興味深い研究対象
であると考えられる。更に我々の不等式予想
を仮定することで３次元射影的代数多様体
上の藤田予想が従う事を Bayer 氏、Bertram
氏、Macri 氏らとの共同研究で示した。 
 前述の不等式予想は、DT型不変量の研究に
応用があることも明らかになった。
Denef-Moore は超弦理論の枠組みで３次元カ
ラビ・ヤウ多様体上の２次元捩れ層を数える
DT 不変量と曲線を数える DT 不変量の間に興
味深い関係式が存在することを予想したが、
彼らの予想が我々の BG 型不等式予想から従
うことが明らかになった。これは研究当初は
予期していなかった結果であり、BG 型不等式
予想の重要性が再確認された。 
 代数曲面や３次元射影的代数多様体の端
射線収縮に付随する t-構造を詳細に調べ、結
果としてこれらの双有理変換が Bridgeland
半安定対象のモジュライ空間の壁越えで得
られることを証明した。また、代数曲面に関
しては極小モデルプログラムに出現する全
て の 代 数 曲 面 が 元 の 代 数 曲 面 上 の
Bridgeland 安定対象のモジュライ空間とし
て実現されることを示した。 
 同次多項式を与えると次数付き行列因子
化のなす三角圏が定義されるが、この三角圏
上にある種の特殊な対称性を持つ Gepner 型
安定性条件の概念を提唱した。実際にこの様
な安定性条件が存在するか否かは予想の段
階であるが、これが示されると行列因子化を
数えるDT型不変量を構成できることになり、
数学的にも物理的に興味深いと考えられる。  
 Denef-Moore 予想によって３次元カラビ・
ヤウ多様体上の２次元捩れ層を数える DT 不
変量の研究は重要であるが、この様な不変量



の生成関数は（ほぼ）ヤコビ形式になると期
待されている。これは Vafa-Witten による S-
双対性予想の３次元版である。この３次元版
S-双対性予想がフロップで保たれることを
示し、応用として A 型曲面特異点上の点の
Hilbert 概型のオイラー数の生成関数が保型
形式になることを証明した。 
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