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研究成果の概要（和文）： 
修正 Box-Cox 変換を伴う定常自己回帰移動平均モデルについて、新たに数値推定法を提案
して、そのアルゴリズムのパフォーマンスについて確かめた。モデルの次数選択の面では、
ほぼモデルの真の次数を推定することに成功して、また推定手続きについても、非常によ
く機能していることが分かった。また、このモデルを日本の株式データに適用した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
I propose a new estimation procedure of the modified Box-Cox transformed stationary 
autoregressive-moving average models and examine the performance of the algorithm. 
The order selection is mostly successful and proposed estimation procedure works very 
well. I apply this model to the Japanese stock market data.  
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１．研究開始当初の背景 
（１）一般に変数の変換の目的は大きく分類
すると 2 点にまとめられる。1 点目は、正規
分布に近づけること、あるいは、計量経済モ
デルや時系列モデルの誤差項部分を正規分
布に近づけること、さらには、誤差項が独立
で同一の分布に従うという仮定を満足させ
ることを目的としている。2 点目は、経済デ
ータの分析で用いられる変数の変化率（成長
率、増加率）の推定の際の、対数差分による
変化率の表現、弾力性の表現、経済モデルに

基づく変数間の非線形の関係を表現するこ
とにある。例えは、経済モデルでよく用いら
れるコブ＝ダグラス型生産関数や、それを含
んだ、より一般の形状の CES 型生産関数は、
明らかに変数に対して非線形であるが、これ
らは、変数変換の代表的なものである
Box-Cox 変換を用いて特定化が可能である。
この変換を用いた特定化の際には、変数の表
現のほかに、モデルにおける誤差項が、正規
分布、あるいは独立で同一の分布に従うこと
も併せて求められる。 
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（２）前者の統計学的観点から当該研究を位

置づけると、変数変換として良く知られてい

る Box-Cox変換は、変換のパラメータλの値

が 0のときには変数が対数に変換され、λの

値が 0.5 のときは平方根に変換され、１のと

きは基本的にはレベルに対応する変数に変

換される特色を持つ。Box-Cox 変換には、変

換後の変数の取りうる範囲の制約の存在が

あるが、この問題については、従前の研究で、

修正 Box-Cox 変換を提案した。具体的には、

変換する前の変数ｘが（非常に小さい）δ以

下の時と（非常に大きい）m 以上の時には、

変換後の値が log(x)に近づくような値を取

ることに特徴がある。 

さらに、Box-Cox 変換およびその修正変換

などの変換を伴う多変量時系列モデルは、統

計学的には変換を施すことで定常プロセス

に従うような変数を対象に扱うものである

が、数値推定法や漸近共分散行列の評価、お

よび検定にいくつかの発展的な課題があり、

これらを解決する必要がある。さらにこのモ

デルを、非定常な変数についても扱えるよう

に拡張することが望まれている。 

 
２．研究の目的 
 本研究は、モデルの誤差項について、統計
学的な仮定を満足させ、かつ、経済の実証分
析で経済学的に適切な関数の形状を表現で
きるような、変数変換を考慮した多変量時系
列モデルの統計的推測と、その経済分析への
応用を目的とする。具体的には下記の（１）
～（３）であり、特に（１）を重視した。    
（１）これまでの研究で確立した、変数変換
を考慮した定常時系列モデルの数値推定法
を改良して、推定時間の短縮と、推定の精度
を向上させることとである。特に、モンテカ
ルロ法による検定を利用するために、これら
の向上は今後の経済分析をする上で不可欠
である。 
（２）非定常データについても扱うことがで
きるように、特に変数間の共和分関係をモデ
ルに組み入れるように拡張し、その統計的な
特性を明らかにして、かつ推定精度の高い数
値推定法を提案する。 
（３）本来、非定常性や撹乱項の持つ仮定に
注意を払いながら推定する必要のある、生産
関数や雇用変動のミスマッチ等の実証分析
に、提案する時系列モデルを活用して、経済
の実証分析で、より学術的に適切な分析結果
を出すことを目的とする。 
 
３．研究の方法 
研究の目的を達成するために、計算速度の

向上を図りつつ、推定アルゴリズムの修正を
試みた。モデルにおける数値推定法について

は、本研究が開始される前年の Hosoya and 
Terasaka（2009）Journal of Econometrics
で発表しているが、推定に当っては、シミュ
レーションによる精度の評価の計算時間に
ついて、1 回の計算で、少なくとも 3 分以上
の時間がかかるという課題を抱えていた。ま
た、計算を実施する際に、メモリを多く使用
するような形でプログラムが書かれていた
ので、データ系列が長いものの推定や、変数
の数を増やした形での推定は困難であると
いう問題を有していた。また、シミュレーシ
ョンによる推定アルゴリズムの評価でも、さ
らなる推定精度を上げるための改良の必要
性が認められた。そこで、以下の（１）（２）
に記載した方法で改善を図った。 
（１）計算時のメモリの使用量の削減と計算
時間の短縮について、旧プログラムでは、こ
れまでのおよそ 15 年にわたって蓄積してき
た Fortran77で作成したルーチンを改良しつ
つ計算に利用してきた経緯があり、そのため、
配列の演算では Fortrn90 以降で使用可能に
なった動的割り当てを使用しないで作成を
続けてきた。そのことが、メモリを無駄に使
用してしまうことの原因となっていたので、
旧プログラムを Fortran95の形に書き換えて、
併せて動的割り当てを全面的に導入するこ
とで、メモリの使用量の縮減を目指した。 
 同時に、モジュールを積極的に利用して、
配列における実引数と仮引数の整合性をチ
ェックできるように修正を進め、プログラム
の保守性を高め、さらに計算速度を速めるべ
く、コーディングについての修正を実施した。 
 これら一連のプログラムの修正には、機械
で構文を Fortran77から Fortran95形式に書
き直すのみでは不十分であり、特に保守性を
向上させるためには、動的割り当てを積極的
に導入する必要があり、そのために旧プログ
ラムを全面的に書き直すことが求められた
が、これを時間をかけて実施した。途中、東
日本大震災の影響で、数値計算に使用してい
る東北大学サイバーサイエンスセンターの
スーパーコンピュータの利用が相当期間制
限されたこともあり、その期間中は、PC上で
動く Fortranを用いて作業を実施した。 
（２）推定アルゴリズムの改良についてであ
るが、この提案しているモデルの推定には、
最尤法を用いている。対数尤度関数を最適化
する際には、過去の複数の論文で証明された
結果から、修正 Box-Cox変換の係数と、ARMA
モデルの AR 係数及び MA係数について、同時
に推定を実施する必要がある。さらに、これ
の尤度関数は複雑な非線形の関数であるか
ら、Newton 法や準 Newton 法に関連する最適
化アルゴリズムを用いて、推定をしなければ
ならない。よって、多くのモデルの係数の推
定値を、非線形の最適化アルゴリズムを用い
て同時に推定する必要が出てくる。 



 

 

 例えば、定数項とトレンド項のある 3変量
の AR 次数が１、MA の次数が 1 のモデルであ
っても、推定される係数は 27 になる。この
ような状況では推定精度を上げることは困
難ではあるものの、これらの問題をクリアし
ない限り、研究目的の第 2、第 3 の目的を達
成することは、非常に困難になるので、この
作業も優先的に進めた。 
具体的な改良であるが、修正 Box-Cox変換

を伴う多変量定常 ARMAモデルに MA部分が含
まれていない場合には、尤度関数の形状から、 
変換の係数λを与えた下においては、
Anderson （ 1984 ） ”An introduction to 
multivariate statistical analysis second 
edition”の Theorem.3.2.1 の結果を用いる
と、近似的に OLS で推定することで、AR係数
の最適解が得られることが示される。 
 もし、尤度関数について、λの初期値を与
えて AR 係数を先に推定してしまい、その後
λについて最適化した場合は、λと AR 係数
は同時推定したことにならず、もし、この推
定法を採用した場合は問題が生じる。 
ただし、λの初期値を与えた下で AR 係数

を OLSで推定した後に、λについて準 Newton
法で最適化する際、方向ベクトルを用いた直
線探索をする段階で、探索に基づいて推定値
の候補となったλの更新値のもとで AR 係数
を推定しまい、このときのλおよび AR 係数
から尤度を計算して、その情報をもとにして、
引き続き線形探索を進めた場合は、λと AR
係数を同時に推定したと解釈できる。 
なぜなら、本モデルの尤度関数の形状から、

λを与えた時の AR 係数の最適化問題は、最
小二乗法によって必ず解けることが、
Anderson の定理によって示されており、この
ことは、λについての非線形最適化問題を解
く際に、λの新しい推定値のところで OLS を
適用することで、その場所における AR 係数
の厳密な最適化問題を解くことになるから
である。 
λと AR 係数について尤度関数を適切な点

で 2次近似して、線形探索を実施することが
準 Newton 法の通常の方法であるが、λの最
適化問題の線形探索のところで OLSを組み合
わせて AR 係数を推定すると、λについては
尤度関数を 2次近似して更新値を見つけると
同時に、その更新値における AR 係数の最適
点が OLS で見つけられ、見つけられた値を、
AR 係数の更新された値とすることで、ただ尤
度関数を適切な点で 2 次近似して、λおよび
AR 係数を線形探索で探すよりもより尤度の
高いところで値が更新される。 
 上記の改良の結果、新たに書き直して修正
したプログラムでは、3 変数でデータの長さ
が 500 の場合では、計算が 15 秒前後で完了
することも可能となり、これは旧プログラム
の 1/12 の時間で計算が完了することを意味

する。この程度まで時間を短縮することで、
実際の経済分析において、適用の範囲が相当
広がると考えられる。 
 
４．研究成果 
 研究においては、研究目的の（１）に記載
されている、修正 Box-Cox変換を伴う多変量
定常 ARMA モデルの数値推定法について、そ
の改良した推定法について成果が出たので、
この部分については、ディスカッションペー
パーの形で早急に報告したいと考えている
が、その概要をここに記載する。 
シミュレーションの計算に使用したモデ

ルであるが、Hosoya and Terasaka(2009)の
第 3節の ARMAモデ ル（3変数モデルで真の次
数について AR 部分が１、MA 部分が１のモデ
ル）をそのまま利用した。 
 使用したモデルの 1 番目のケースでは、修
正 Box-Cox変換のδが 0.1で Mが 10000に設
定している。これは、発生するデータの数パ
ーセント程度がδ以下となり、その場合に変
換の修正が働くようにしている。 
このケースでは、500 回の計算のうち、推

定が成功したのは 499 回であった。ただし、
数値推定法で一致推定量を初期値として、λ
と ARMA 係数を同時推定した際には、初期値
から値を改善することはなかった。 
 次数選択においては、真の次数を当てた回
数が 500 回中 484 回であった。その他に AR
次数が 2で MA次数が１を選択した回数が１2
回、AR 次数が 3 で MA 次数が 0 を選択した回
数が 3回であった。変換の係数λについては、
真の値が(0.5, 0.0, 0.1)であるが、499 回の
推定した結果の平均値は、(0.506, 0.00442, 
-0.101)であった。また、平均二乗誤差につ
いては、（0.00006, 0.0003, 0.0005）であっ
た。さらにAR係数の(1,1)要素の真の値は 0.7
であるが、この係数の推定値の平均値は
0.682、平均二乗誤差は 1.7 であった。 
 使用したモデルの 2 番目のケースでは、修
正 Box-Cox 変換のδが 0.1 のままであるが、
M が 20に設定されている。これは、発生する
データの数パーセント程度がδ以下のまま
であるが、他方 M以上のところでデータの数
パーセントが生成されて、そのときに変換の
修正が働くようにしている。 
500 回の計算のうち、推定が成功したのは

1 番目のケースと同様に 499 回であった。ま
た、数値推定法で一致推定量を初期値として、
λと ARMA係数を同時推定した際には、500 回
中 11 回で初期値から値が動いた。ただしそ
の値の動きはごくわずかであった。 
次数選択においても、結果はケース 1と同じ
であった。変換の係数λについては、真の値
が(0.5, 0.0, 0.1)であるが、499 回の推定し
た 結 果 の 平 均 値 は 、 (0.506, 0.000933 
-0.110)であった。また、平均二乗誤差につ



 

 

いては、（0.00006, 0.0003, 0.0007）であっ
た。 
 これらの一連の結果は、提案した推定法が
この例に対しては非常に十分に機能してい
ることを示していると解釈できる。その理由
であるが、モデルを AR モデルで近似する際
に、λが非常に真の値に近いところで推定さ
れているが、λと AR 係数を切り離して推定
するのではなく、AR 係数も同時に動かして推
定していることが、この結果につながってい
ると思われる。 
 Hosoya and Terasaka(2009)の計算結果と
の比較については、本計算に使用したλの初
期値は（1.0, 1.0, 1.0）であったが、前者
の計算のときの初期値は（0.0, 0.0, 0.0） 
であったので、判断に保留が求められる。た
だし、このように初期値を推定した時には、
劇的に推定が成功している事実に変わりは
ない。 
 実証分析では、このモデルを TOYOTA の株
価データの日次データに適用した。データの
期間は 1996 年 1 月 4 日から 2004 年 12 月 30
日である。 
まず、データの対数差分に対してモデルを

適用した。このモデルには定数項を入れてい
る。推定結果であるが、選択された次数は AR
係数が１、MA係数が 0であった。推定された
AR 係数は-0.108、定数項は-0.0001で、変換
のλについては、1.002 であった。また、残
差の正規性の検定では、定常性を棄却する結
果が出たので、この系列においては、誤差項
の部分が正規分布に従わないと考えられる
ものの、従うような変換をみつけることはで
きなかったと考えられる。 
他方、原系列についても、実験的にこのモ

デルを適用してみたが、残差の正規性の検定
では、正規性の仮説を棄却しなかったものの、
モデルの反転可能性の条件を満たさなかっ
た。 
今後は、さらに分析を進めていき、データ

分析での推定が必ずしもうまくいかない背
景についての考察が求められるが、そのため
には、他の系列についても推定を進め、その
結果を詳細に分析することが必要と思われ
る。さらにこの段階に目処がつき次第、研究
目的の（２）（３）を達成すべく研究を進め
て行きたい。 
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