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研究成果の概要（和文）：（１）準フロベニウス多元環上において、ブレンナー・バトラー傾斜

操作の拡張となる２項傾斜鎖複体を構成した。またブラウアー・ツリーに対して、その２項傾

斜鎖複体が与える変形操作を決定し、その変形によって全ての導来同値類が得られることを示

した。（２）アルティン多元環上の任意の２項傾斜鎖複体に対して、そのホモロジー群が剰余多

元環上の傾斜加群になることを示し、その傾斜加群の準同型環を決定した。またこの結果を多

元環の表現論における一連の計算手法の中に位置づけ、新たな導来同値多元環の計算手法を提

示した。 
 
研究成果の概要（英文）：(1) We introduce the notation of reflections for selfinjective algebras 
and determine the transformations of Brauer trees associated with reflections. In 
particular, we provide a way to transform every Brauer tree into a Brauer line. (2) We show 
that every two-term tilting complex over an Artin algebra has a tilting module over a 
certain factor algebra as a homology group. Also, we determine the endomorphism algebra 
of such a homology group, which is given as a certain factor algebra of the endomorphism 
algebra of the two-term tilting complex. Thus, every derived equivalence between Artin 
algebras given by a two-term tilting complex induces a derived equivalence between the 
corresponding factor algebras.  
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１．研究開始当初の背景 

 多元環の表現論において傾斜理論が

アウスランダー・ライテン理論と並んで

最も重要な理論となった背景には、ひと
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つの卓越したアイデアがあった。傾斜理

論では、既知の多元環Ａに傾斜操作を施

し、新たな多元環 B を構成する。このと

き多元環 B には多元環 A の性質が多く

遺伝するため、A において既知であった

性質を手がかりとして、B の解析が可能

となる。この傾斜操作による解析法は、

多元環の表現論における大きな方針転

換を意味する。即ち、未知の多元環を解

析しようとするそれまでの発想を逆転

し、性質のわかる多元環をつくり出す手

法に舵を切ったのである。こうして傾斜

理論は、既知の多元環を手掛かりとして、

より広範な多元環のクラスの解析に成

功した。 

 傾斜操作の一連の手続きはこうだ。多

元環 A 上の加群圏において傾斜加群 T

を構成し、その準同型環 End(T)を新た

な多元環 B とすればよい。よって傾斜理

論における興味の主対象は傾斜加群の

構成法に他ならない。ところが、準フロ

ベニウス多元環上の加群圏において傾

斜加群を構成しようとすると、それは自

明なものに限られてしまい意味をなさ

ない。そのため準フロベニウス多元環は

傾斜理論から取り残されたのであった。

そこで傾斜操作を加群圏における手続

きから導来加群圏における手続きへと

拡張する試みがなされる。ここに至って

傾斜操作は、多元環 A 上の導来加群圏に

おいて傾斜鎖複体 T を構成し、その準同

型環 End(T)を新たな多元環 B とする手

続きに拡張された。傾斜鎖複体は準フロ

ベニウス多元環Λ上の導来加群圏にお

いて非自明であり、その準同型環Γには

Λの性質が多く遺伝する。こうして準フ

ロベニウス多元環の傾斜理論が誕生す

る。 

 本研究は準フロベニウス多元環の傾

斜理論の一理論に位置付けられ、準フロ

ベニウス多元環上の傾斜鎖複体に対す

るより深い理解を目指して開始された。 

 

２．研究の目的 

 本研究の研究代表者は、２００５年有

限表現型準フロベニウス多元環上の傾

斜鎖複体は本質的に２項傾鎖複体（項数

２の傾斜鎖複体）によって与えられる

ことを指摘した。即ち、次が成り立つ。 

定理  

 有限表現型準フロベニウス多元環

Λ上の任意の傾斜鎖複体 T の準同型

環Γ＝End（T）に対して、Γが準

フロベニウス多元環であるならば、

有限表現型準フロベニウス多元環の

列 

 Λ＝Γ０、Γ１、…、Γm＝Γ 

が存在して、各ｉ＝０，１，…，ｍ−

１でΓｉ＋１はΓｉ上の２項傾斜鎖

複体の準同型環である。 

この結果より、有限表現型準フロベニウ

ス多元環の傾斜理論は、２項傾斜鎖複体

による傾斜操作のみを考察の対象とす

れば十分であることが保証される。本研

究では上記の定理を根拠として、準フロ

ベニウス多元環上の２項傾斜鎖複体を

主たる研究対象とし、その構成法の探求、

およびホモロジー代数的性質の解析を

目的とする。 

 

３．研究の方法 

 ２項傾斜鎖複体 T は 

 Ｔ：…→０→T−１→
f

T０→０→… 

という構造をしており、その性質は準

同型写像 f：T−１→T０によって定まる

と言ってよい。本研究では、準同型写



 

 

像 f のホモロジー代数性質と２項傾斜

鎖複体Tのホモロジー代数的性質の対

応に着目する。準同型写像 f のホモロ

ジー代数的性質は加群圏において決

定する。これに対して、２項傾斜鎖複

体Tのホモロジー代数的性質は導来加

群圏において決定する。この間の対応

から２項傾斜鎖複体を定める準同型

写像の特徴的な性質を抽出すること

によって、新しい準同型写像のクラス

を探求する。 

 

４．研究成果 

（１）古典的な傾斜理論において、ブ

レンナー・バトラーが導入した傾斜操作

を拡張することで、準フロベニウス多元

環上の２項傾斜鎖複体を構成した。この

２項傾斜鎖複体が定める傾斜操作の長

所は、具体的に変形を記述することが可

能な点にある。特に、クゥイバーから定

まる準フロベニウス多元環の変形は、直

既約射影加群の組成列から記述可能で

あり、その応用例として、例外点を持た

ないブラウアー・ツリーの変形を完全に

決定した。さらに、その変形によって例

外点を持たないブラウアー・ツリーの全

てのクラスが構成可能であることを示

した。 

（２）準フロベニウス多元環は、特にア

ルティン多元環である。アルティン多元

環上の２項傾斜鎖複体に関しては、２０

０２年星野・加藤・宮地による２項傾

斜鎖複体が定める安定ねじれ対に関

する研究結果が適用可能であった。本

研究では、星野・加藤・宮地の研究結

果を整理・発展させることにより、２

項傾斜鎖複体のホモロジー群が適当

な加群圏において傾斜加群あるいは

余傾斜加群になることを突き止めた。

即ち、次が成り立つ。 

定理  

 アルティン多元環A上の任意の２

項傾斜鎖複体 T の０次ホモロジー群

H０(T)に対して、H０(T)の零化イデ

アル a による剰余環 A/a を取れば、

H０(T)は A/a 上の傾斜加群になる。

双対的に、T の（−１）次ホモロジー

群 H−１(T)に対して、H−１(T)の零化

イデアル a’による剰余環 A/a’を取れ

ば、H−１(T)は A/a’上の余傾斜加群に

なる。 

こうして新たな傾斜加群が得られたの

で、その準同型環がどのような多元環に

なるのかを問う必要性が生じる。その問

いに対する完全な解答が次の定理であ

る。上記定理と同じ記号の下で、次が成

り立つ。 

定理  

 アルティン多元環A上の任意の２

項傾斜鎖複体Tに対して、B=End(T) 

と置く。このとき A/a 上の傾斜加群

H０(T)の準同型環は、H０(T)を左 B-

加群と見たときの零化イデアル b に

よる剰余環 B/b と同型である。双対

的に、H−１(T)の準同型環は、H−１(T)

を左 B-加群と見たときの零化イデ

アル b’による剰余環 B/b’と同型であ

る。 

これらの結果より、アルティン多元環 A

上の２項傾斜鎖複体が定める傾斜操作

によってアルティン多元環 B が構成さ

れたとき、剰余環 A/a 上の傾斜操作が常

に誘導され、その傾斜操作によって B/b

が得られることが判明した。また視点を

変え、２項傾斜鎖複体を定める準同型写

像に着目すると、これらの結果は２項傾



 

 

斜鎖複体を定める準同型写像がその余

核に傾斜加群、その核に余傾斜加群を持

つような準同型写像のクラスに属する

ことを主張している。 

 ２０１２年伊山によって創始され

たτ傾斜理論の立場から本研究を省

みると、A/a 上の傾斜加群 H０(T)は A

上のサポートτ傾斜加群として理解す

ることができる。このことより H０(T)

はクラスター傾斜対象と一対一に対応

し、H０(T)は傾斜理論、クラスター傾斜

理論、τ傾斜理論に股がる重要な対象で

あることが理解される。τ傾斜理論は誕

生から間もなく、今後の発展が期待され

る理論である。本研究はその萌芽研究と

して位置付けることができ、傾斜理論に

おいて重要な一歩を与えたと言ってよ

い。 
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