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研究成果の概要（和文）：　主として曲面の写像類群に付随するJohnson準同型の構造を表現論的観点から解明する研
究を行った。Johnson準同型とは、曲面の写像類群を「次数付きリー環」によって近似するものであるが、1990年代、
森田茂之氏によって導入された「森田障害」以降、一般的な結果は得られていなかった。
　今回の研究では、佐藤隆夫氏と共同で、自由群の自己同型群に付随するJohnson準同型、曲面の写像類群に付随するJ
ohnson準同型の余核の構造を一般線形群・シンプレクティック群の表現論を用いて解明する具体的に計算可能な枠組み
を定式化すると同時に、その一例として「anti-森田障害」と呼ぶべき新しい無限系列を得た。

研究成果の概要（英文）： We mainly study the structure of Johnson cokernels for the mapping class group of
 surfaces via several representation theoretic approaches. The notion of Johnson cokernels gives an approx
imation of the mapping class group of surfaces using a certain graded Lie algebras. We have no series in t
he Johnson cokernels except for "the Morita obstruction" in 1990's.
 In this research, we introduce a new class in Johnson cokernels for the automorphism groups of the free g
roups and the mapping class groups. Moreover, the class is combinatorially computable by using some repres
entation theoretic method for the general linear groups and the symplectic groups. Moreover, we give a new
 series "anti-Morita obstructions" in the Johnson cokernels. This is a joint work with Takao Staoh.
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1.研究当初の背景

2006年に筆者と柏原正樹氏は共同で，対称結晶と

呼ばれる概念を導入し，B型アフィンヘッケ環のモ

ジュラー表現における分解定数を記述する Lascoux-

Leclerc-Thibon-有木型予想を定式化した．その後，

2008年に柏原氏と共同で gl∞ の対称結晶とそれに

付随する大域基底の存在を証明し，組合せ論的記述

を与えた．2009年に筆者は学位論文で，一般の対称

カッツ・ムーディーリー環の対称結晶について，対

合を持つ箙の表現のモジュライ空間上の単純偏屈層

を用いる幾何学的構成を与えた．本研究では，これ

らに基づき，アフィンヘッケ環の LLTA型予想の証

明や詳細な理解を目標としていた．しかし 2010年に

Varagnolo-Vasserotによって，当時爆発的に進展し

ていた次数付き表現論の手法を用いて，筆者と柏原

氏の提出した B型アフィンヘッケ環に対する LLTA

型予想は証明されることとなった．

実際には，Varagnolo-Vasserotの証明だけからで

は，例えば既約表現の組合せ論的なパラメトライズ

のような詳細な構造の理解までは得られないし，そ

もそもわれわれの提出した LLTA型予想ではカバー

しきれていないパラメータが存在するなどの事情は

あるものの，筆者は次に述べるような新しい研究の

方向に着手した．

種数 g で境界を 1 つ持つ向きづけられた献血コ

ンパクトリーマン面に対する写像類群は微分同相の

isotopy群として得られる無限離散群である．このよ

うな無限離散群の構造を研究するひとつの方法とし

て，filtrationに関する次数商を取ることにより次数

付きリー環を得るというものがある．写像類群の場

合，Johnson filtrationと呼ばれる filtrationを用い

ることで次数付きリー環が得られ，Johnson準同型

と呼ばれる写像を通じて，シンプレクティック微分の

なすリー環 hg,1の部分リー環 tg,1として実現される．

この構造を調べる研究は 1990年代に森田茂之氏を中

心とした精力的な研究がなされていたが，tg,1 ⊂ hg,1

のギャップがどの程度かという問題に対して，森田

氏が導入した「森田障害」と呼ばれる系列以外に無

限系列は見つかっておらず，次数で見ても 4次以下

の部分のみ完全に決定されているというような状況

にあった．

一方，当時同僚であった佐藤隆夫氏との議論の中

で，筆者は，佐藤氏が研究を進めていた自由群の自己

同型群に対する Johnson 準同型の理論に対して一般

線型群の表現論を適用することにより，その構造を

記述できるのではないかという着想を得たため，こ

の方向で研究を開始した．

2.研究の目的

自由群の自己同型群に対する Johnson filrtaration

の類似物は 1960年代に Andreadakisによって既に

導入されていた．この filtrationに関する次数商は，

Johnson準同型の類似物によって，自由リー環の微

分代数の部分リー代数として得られる．佐藤隆夫氏

はこの部分リー代数についての代数的な特徴づけを

得ていた．一方，これらの次数付きリー代数にはい

ずれも一般線型群の作用があるため，まずこれらの

一般線型群の表現としての既約成分や既約分解の記

述を目標とした．

次に曲面の写像類群の場合を考えると，tg,1, hg,1

にはいずれもシンプレクティック群の作用が入るた

め，シンプレクティック群の表現としての既約成分

を調べることにより，両者のギャップを定量的に評

価でき、しかも従来からは知られていなかった新し

い系列などが得ることを目標とした．

3.研究の方法

(1) 自由リー環の微分代数Der(Ln)やシンプレクテ

ィック微分のなす次数付きリー環 hg,1 は，いず

れも一般線型群やシンプレクティック群の自然

表現のテンソル積表現を介して構成されている

次数付きリー環である．こうした空間に対する

既約分解を記述するための有力な表現論的手法

として「Schur-Weylの相互律」と呼ばれるもの

がある．これを利用して，Der(Ln)や hg,1の既

約分解を組合せ論的に記述することができる．

(2) 自由群の自己同型群に対する Johnson準同型の



構造を理解し，Johnson像と Der(Ln) のギャッ

プを定量的に評価するために，佐藤氏による余

核の特徴づけを一般線型群の表現論で組合せ論

的に記述する．

(3) 写像類群に対する Johnson準同型の像と余核の

構造を理解するために，まず佐藤氏の解明した

自由群の自己同型群に対する Johnson準同型の

余核の特徴づけを，写像類群に対する Johnson

準同型の余核に引き戻す．これにより自由群の

自己同型群からくる余核の成分の同定を行う．そ

のために，シンプレクティック群に対する Schur-

Weyl相互律と，いくつかの冪等元を用いた hg,1

の特徴づけを利用して，シンプレクティック群の

表現としての既約成分に対応する「極大ベクト

ル」を記述する手法を用いる．

4.研究成果

(1) 自由群の自己同型群に対する Johnson準同型の

余核の構造については次のような成果を得た．

1⃝ 佐藤氏が得ていた自由群の自己同型群に

対する Johnson準同型の余核は，der(Ln)

から縮約と巡回商によるものであった．筆

者は佐藤氏と共同で，一般線型群に対する

Schur-Weyl相互律を適用することにより，

この余核の一般線型群としての既約分解の

完全な組合せ論的な記述を得た．これによ

り，次に述べるような具体的な既約成分の

重複度を定量的に決定できるようになり，

あとで述べる写像類群に対する Johnson準

同型の余核の構造を調べる際に重要な役割

を果たしている．

2⃝ 佐藤氏が見出していた既約成分（写像類群

に対する「森田障害」の類似物）の重複度

がちょうど 1であることを証明した．

3⃝ Chen リー代数や polynilpotent リー代数

といった対象についても Johnson準同型の

余核の既約成分を重複度を込めて完全に決

定した．

これらの成果は発表論文 (4)としてまとめ出版

された．

(2) 曲面の写像類群に対する Johnson準同型の余核

の構造については次のような成果を得た．

1⃝ 佐藤氏が特徴づけた自由群の自己同型群に

対する Johnson準同型の余核を引き戻すこ

とにより，曲面の写像類群に対する John-

son準同型の余核の中に新しいクラスを導

入した．

2⃝ 森田氏によって導入されていた「森田障害」

と呼ばれる余核の無限系列が，このクラス

に属することを示し，しかもその重複度が

ちょうど 1であることを示した．

3⃝ 今まで知られていなかった新しい系列とし

て，「anti-森田障害」と呼ぶべきシンプレ

クティック群の既約表現の無限系列を発見

し，その重複度がちょうど 1であることを

示した．

これらの成果は発表論文 (2)としてまとめ出版

された．

われわれの研究以前，tg,1 ⊂ hg,1 の間に

は，hg,1 のアーベル化の核から得られる tg,1 ⊂
Kerab ⊂ hg,1 しか知られておらず，我々の導入

したクラスはこれとは全く異なる新しいクラス

であるという点に意義があると同時に，われわ

れの用いた表現論的記述によって，このクラス

に含まれる既約成分を原理的には計算可能なも

のとして取り扱うことができるようになった点

に意義がある．実際，われわれの導入したクラ

スは，森田-逆井卓也-鈴木正明氏による低次数の

場合の Johnson余核の完全な決定にも大きな役

割を果たしている．

また，「anti-森田障害」以外にも具体的な既約

成分と重複度を決定することを試み，次の部分

的な結果を得た．

4⃝ フック形のヤング図形によってパラメトラ

イズされるシンプレクティック群の既約表



現の系列の中で，Johnson余核に含まれる

ものを同定した．これによりさらに多くの

無限系列が Johnson余核に含まれることが

判明した．この結果は榎本彦衛氏との共同

研究として発表論文 (1)にまとめ出版され

た．また，さらにいくつかの系列について

も結果を得ており，現在論文執筆中である．

これらの成果から示唆されることは，曲面の写像

類群から得られる次数付きリー環の像とのギャッ

プ tg,1 ⊂ hg,1 が従来のまでの認識を改めるもの

であった．

他方，われわれの研究と同時期に，全く違う方

向性から 2つの大きな成果が報告されている．ひ

とつは，Conant-Kassabov-Voghtmann による

hairy graph complex を用いるもので，これに

より Kerab ⊂ hg,1に属する新しい無限系列が同

定された．もうひとつは，河澄響矢-久野雄介氏

によるトポロジカルなアプローチである．

5⃝ 筆者は佐藤-久野両氏と共同で，われわれの

得た「anti-森田障害」が河澄-久野のアプ

ローチにおける先導項には含まれていない

既約成分であることを確かめた．これは現

在論文執筆中である．

このように，われわれの成果を皮切りに近年曲

面の写像類群の Johnson理論には，豊富な幾何

的・組合せ論的・表現論的な構造が見出されつ

つある．

本研究の当初の目的であるアフィン・ヘッケ環

の LLTA型理論の研究とは結果として異なる方

向性の成果になったが，例えばこれらの表現論

的なアプローチや組合せ論を統制する枠組みは

現状ではよくわかってない．そのために，LLTA

型理論へのアプローチの中で進展してきた圏論

化の手法などが応用できる可能性を探ることに

は意味があると思われる．例えば，hg,1 に作用

するより大きな「対称性」（リー代数）や hg,1自

身が別の空間に対称性として働く枠組みを見出

すことや，hg,1の「量子化」などの観点は，共形

場理論や結び目不変量，Drinfeldアソシエター

の理論との関連の中で研究するべき課題である

と思われる．
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