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研究成果の概要（和文）：可換環論の立場から、局所環上の巴系加群の重複度の理論を整備し、

イデアルの場合と比べ、技術的に困難な部分を明らかにした。また、標準的とは限らない多重

次数付き環拡大の斉次成分に付随する不変量の漸近的性質について調べ、深さと随伴素イデア

ルが、ある錐内において周期的な振る舞いをすることを証明した。 

 

研究成果の概要（英文）：We studied a basic theory of the multiplicity of parameter modules 

over a local ring, and clarified where the parts of the technical difficulty of the study, 

compared with the case of ideals, are. We also investigated the asymptotic property of 

the grade and the set of primes associated to homogeneous components of a nonstandard 

multigraded ring extension, and proved that the asymptotic periodicity occurs in a cone.  
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１．研究開始当初の背景 

(1) 局所環の重複度研究は、Chevalley に始

まり、1950 年代初頭に Samuel や永田らの研

究で、イデアル論による基礎理論が完成した。

1954 年、Northcott-Rees はイデアルの節減

の概念を導入し、一般のイデアルの重複度研

究が、ある意味で巴系イデアルの重複度研究

に帰着されることを示した。1950 年代後半に
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は、Serre、Auslander-Buchsbaum によって「巴

系イデアルの重複度が Koszul 複体のホモロ

ジー群のオイラー標数で表される」という著

しい結果が独立に証明された。1964 年、

Buchsbaum-Rim は、この定理の拡張を試み、

イデアルの重複度の拡張概念である加群の

重複度の概念を得た。これを、ブックスバウ

ム・リム重複度と呼ぶ。 

 

(2) イデアルの重複度が、Samuel、永田らに

よってイデアル論による基礎付けがなされ

て以来、これまで多くの研究者によって詳し

い解析が行われているのに対し、その拡張概

念であるブックスバウム・リム重複度の研究

が本格的に開始されたのは比較的最近であ

る。1985 年、Kirby は、Serre の定理の一般

化である Buchsbaum-Rim の定理の見直しを行

い、一般化された Koszul 複体のオイラー標

数の理論へと拡張した。1990 年代に入ると、

Kleiman-Thorup、Gaffney らによって代数幾

何学・特異点論の立場からブックスバウム・

リム重複度の研究が行われた。 

 

(3) ブックスバウム・リム重複度の概念がイ

デアルから加群への形式的な拡張でなく、幾

何学的にも重要な概念であることが明らか

になってくるに従い、可換環論の立場からの

研究が再開された。Kirby-Rees は、ブックス

バウム・リム重複度を含む形の一般的な状況

で代数的な重複度理論を展開した。現在、可

換環論の立場からの研究は、Ulrich、 

Vasconcelos たちを中心に行われている。し

かしながら、イデアルの場合のそれと比べる

と、基本的な事柄すらわかっていないという

のが実状である。 

 

２．研究の目的 

 このような状況を踏まえ、本研究課題では、

可換環論の立場から、加群のブックスバウ

ム・リム重複度の基礎理論構築を行うことを

目的とする。 

 

(1) イデアルの重複度の研究において、随伴

次数環の存在と、上表元と呼ばれる特別な元

を用いた次元に関する帰納法が技術的に大

きな役割を果たしている。しかしながら、加

群のブックスバウム・リム重複度研究におい

ては、これに相当する良い概念が未だ見つか

っていない。この点が、これまでのイデアル

の重複度研究と比べ、加群のブックスバウ

ム・リム重複度研究が思う様に進んでいない

最大の要因と思われる。そこで、本研究課題

では、これまでのイデアルの重複度研究にお

ける手法とは異なり、よりホモロジカルな手

法に基礎をおき、先行するイデアルの場合の

類似を考察しながら、加群の重複度の基礎理

論構築を目指す。 

 

(2) Kirby、Buchsbaum-Eisenbud によって導

入された一般化された Koszul 複体とそのオ

イラー標数に着目し、イデアル論に特有の技

術を用いない、よりホモロジカルな議論を基

礎にした新しい研究手法を開発したい。イデ

アルの場合と異なり、加群の重複度研究を技

術的に困難にしている部分を明らかにしな

がら、加群の重複度研究に有効な技術と基礎

理論を構築する。 

 

(3) 具体的には、次の課題解決を目指す。 

 

課題①: ブックスバウム局所環上の巴系加

群の colength とブックスバウム・リム重複

度の差は、加群の階数ごとに一定か? 

 

ブックスバウム局所環と呼ばれる環のクラ

スにおいては、巴系イデアルの colength と

重複度の差は一定（環の不変量）であること

が知られている。上記課題は、この事実の類

似（加群版）である。 

 

３．研究の方法 

(1) 私はこれまでに、Eero Hyry 氏との共同

研究で、ブックスバウム・リム重複度に関し

ていくつかの成果を得ている。巴系イデアル

の拡張概念である局所環上の巴系加群の重

複度と colength の間の関係を調べ、巴系イ



 

 

デアルの場合と類似の不等式を証明した。そ

こでは、一般化された Koszul 複体のホモロ

ジー群のオイラー標数が本質的な役割を果

たしていた。一般化された Koszul 複体は、

Kirby、Buchsbaum-Eisenbud によって 1970 年

代に独立に構成されて以来、Kirby による一

連の論文以外に体系的な研究は見当たらな

い。そこで、課題①解決を念頭に、Kirby の

研究の見直しを行い、より現代的な視点から

理論を整理する。 

 

(2) Kirby-Rees、Kleiman-Thorup の論文など

加群のブックスバウム・リム重複度に関する

先行する結果について調査を行う。また、イ

デアルの重複度についても、古典的な結果の

見直しに加え、最近の結果について調査を行

う。イデアルの場合の証明法が加群の場合に

そのまま適用できない原因を明らかにする。 

 

(3) 課題①解決のためには、多くの具体例に

よる裏付けが必要である。具体的なブックス

バウム局所環上の巴系加群の重複度と

colength の計算を行う。加群の重複度計算は、

イデアルの場合のそれと比べ、多くの困難を

伴う。イデアルの場合に扱っていた列の部分

が一般の行列となり、1 変数多項式の部分が

多変数多項式へと拡張されることで計算量

が大幅に増える。計算機を使った代数計算が

有効となることを想定して、必要な計算機環

境を整備する。 

 

(4) ブックスバウム・リム重複度が、可換環

論のみならず、他の分野においてもその重要

性を増してきている状況から、可換環論分野

における研究動向に加え、他分野の研究動向

にも注意を向ける。本研究課題に関連する研

究集会に参加し、最新の研究動向の調査・情

報収集を行う。明治大学可換環論セミナーに

おいて、研究の進捗状況の発表を行い、研究

内容の点検・発展をはかる。研究成果は、国

内外における研究集会において講演発表を

行う。 

 

４．研究成果 

(1) 上述の Hyry 氏との共同研究による巴系

加群の重複度と colength の間の不等式を自

然に発展させる形で得られていた巴系加群

のブックスバウム・リム関数に関する精密な

結果を論文として纏め、発表した（論文 5-

②）。この結果から巴系加群の第一ブックス

バウム・リム係数は非正であるという巴系イ

デアルの第一ヒルベルト係数に関する最近

の結果の類似が得られた。論文発表後、

Vasconcelos 氏から第一ブックスバウム・リ

ム係数の消滅と基礎環のコーエン・マコーレ

ー性について質問があった。巴系イデアルの

第一ヒルベルト係数については、後藤四郎氏

や Vasconcelos 氏を中心に、最近、非常に詳

しい解析が活発になされてきているところ

であるが、その類似が加群の場合に正しいか

どうかは興味深い問題である。Hyry 氏との共

同研究での成功を基礎にこの問題に取り組

んだが、まとまった成果は得られていない。

今後の課題である。 

 

(2) 標準的な次数付けとは限らない多重次

数付き環（加群）の斉次成分の深さの漸近挙

動について調べ、Koszul 複体を用いた簡明な

証明法で、斉次成分の深さは、ある錐内にお

いて周期的な挙動を示すことを証明した。こ

れまでの深さの漸近挙動に関する古典的な

結果は、すべてこの結果の系として直ちに得

られる。また、Colome-Nin と Elias による標

準的とは限らない多重次数付き環（加群）に

関する最近の研究結果を大幅に拡張、発展さ

せた。この結果は論文として纏め、発表した

（論文 5-①）。また、国内の研究集会におい

て講演発表を行った。 

 

(3) 標準的な次数付けとは限らない多重次

数付き環の環拡大の斉次成分の随伴素イデ

アルの漸近挙動について調べ、標準的次数付

き環拡大の場合の結果を自然に拡張する形

で、斉次成分の随伴素イデアルの集合が、あ

る錐内において漸近的周期性を持つことを

証明した。この結果は、これまでの随伴素イ



 

 

デアルの漸近挙動に関する結果を含む一般

的なものである。この応用として、上記成果

(2)で得られていた斉次成分の深さに関する

漸近的周期性が、より一般的な状況で成り立

つことがわかった。この結果は論文として纏

め、専門誌に投稿済みである。また、国内外

における研究集会において講演発表を行っ

た。 

 

(4) 標準的な次数付き環拡大から構成され

る多重次数付き環とそのヒルベルト関数に

ついて調べた。この関数は、Kleiman-Thorup、

Kirby-Rees によって導入・研究された関数で、

加群のブックスバウム・リム関数の一般化で

あり、ブックスバウム・リム重複度とも密接

な関係があることがわかっている。局所環上

の巴系加群に付随する次数付き環拡大の場

合に、この一般化されたブックスバウム・リ

ム関数について詳しく調べ、（通常の）ブッ

クスバウム・リム関数に関する我々の結果

（論文 5-②）が、より一般的な状況で成り立

つのではないかとの予想を得るに至った。上

記課題①の完全解決には至らなかったもの

の、枠組みをこのような一般的な場合にまで

拡げることで、イデアルの重複度研究で重要

な役割を果たしていた上表元の議論の類似

の可能性を得た。 
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