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研究成果の概要（和文）：古田幹雄氏、藤田玄氏との共同研究で得られた開 Riemann 多様体上

の Dirac 型作用素の局所指数の理論の Lagrangian ファイブレーションの幾何学的量子化への

応用について研究した．Lagrangian ファイブレーションのある特異ファイバーについて，局

所指数を計算した．また，局所指数の理論をトーラス作用がある場合に精密化し，応用として

射影的トーリック多様体の同変Riemann-Roch指数に関するDanilovの定理や量子化とシンプ

レクティック簡約の可換性に関する Guillemin-Stermberg 予想の別証明を Hamiltonian トー

ラス作用の場合に与えた． 
 
研究成果の概要（英文）：We studied applications of the theory of local indices for Dirac-type 
operators on open Riemannian manifolds developed by the joint work with Furuta and 
Fujita to the geometric quantization of Lagrangian fibrations. We computed the local index 
for a certain type of singular fibers of Lagrangian fibrations. We refined the theory of local 
indices in the case of torus actions, and, as applications, we reproved Danilov’s theorem for 
the equivariant Riemann-Roch indices of projective toric varieties and the 
Guillemin-Sternberg conjecture, concerning the commutativity of the quantization and the 
symplectic reduction, in the case of Hamiltonian torus actions.  
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１．研究開始当初の背景 
 
	
 幾何学的量子化とは，古典力学系の相空間
を抽象化した概念であるシンプレクティッ

ク多様体に対して，物理学における正準量子
化の類似物を幾何学的に構成する手続きで
ある．特に，量子 Hilbert 空間（の対応物）
は，シンプレクティック多様体上の前量子化
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束の然るべき条件を満たす切断のなす空間
として構成される． 
 
	
 幾何学的量子化にはさまざまなものがあ
るが，ここでは Spinc 量子化と実偏極を用い
た幾何学的量子化という二つの異なる量子
化に着目する．Spinc 量子化とは，シンプレ
クティック多様体の Spinc 構造を利用する量
子化で，前量子化束を係数とする Spinc Dirac
作用素の指数が量子 Hilbert 空間になる．そ
れに対して実偏極を用いた幾何学的量子化
は，シンプレクティック多様体が Lagrange 
ファイブレーションの全空間である場合に
適用できる方法で，Bohr-Sommerfeld ファイ
バーと呼ばれる離散的に現れるファイバー
の個数が量子 Hilbert 空間の次元に対応する． 
 
	
 Spinc 量子化と実偏極を用いた幾何学的量
子化の両方を適用できる状況において，これ
ら二つの異なる量子化が同じ結果を与える
という現象が，複素旗多様体や Riemann 面
上の平坦 SU(2)束のモジュライなど，様々な
実例で知られている．これらの現象は，Spinc 
Dirac 作用素の指数が Bohr-Sommerfeld フ
ァイバーに局所化する普遍的な原理の存在
を示唆する．これについて，古田幹雄氏（東
京大学），藤田玄氏（日本女子大学）との共
同研究において，Bohr-Sommerfeld ファイバ
ーでないファイバーを特徴付ける幾何学的
構造を定式化し，コンパクトな部分以外にこ
のような構造をもつ（閉多様体とは限らな
い）Riemann 多様体とその上の Z2次数付き
Clifford 加群束に対して，Dirac 型作用素の
指数を定式化し，切除性，貼り合わせ公式，
和公式などの性質が成り立つことを証明し
た．我々の定式化した指数を局所指数と呼ぶ
ことにする．特に，閉多様体の場合には，局
所指数は Dirac 型作用素の通常の意味での指
数と一致するという性質があるので，この性
質と切除性から指数の局所化公式が得られ
る．その応用として，いくつかの状況につい
て は Spinc Dirac 作 用 素 の 指 数 が
Bohr-Sommerfeld ファイバーに局所化する
メカニズムが解明できた． 
 
 
２．研究の目的 
 
	
 古田氏，藤田氏との共同研究で得られた局
所指数についての研究成果をさらに推し進
め，次の研究を行う． 
(1) Lagrangeファイブレーションに特異フ

ァイバーがある場合，これまでの結果を
使うと Spinc Dirac 作用素の指数が
Bohr-Sommerfeld ファイバーと特異フ
ァイバーからの寄与で表せることが分
かる．そこで今度は，典型的な特異ファ

イバーについて，寄与を決定する．さら
に，複素旗多様体や Riemann 面上の平
坦 SU(2)束のモジュライ等の場合に，
Spinc量子化と実偏極を用いた幾何学的
量子化の関係を指数の局所化の観点か
ら明らかにする． 

(2) コンパクト Lie 群の作用がある場合，局
所指数はこの Lie 群の仮想表現になる．
これを同変局所指数と呼ぶことにする．
このとき，同変局所指数の既約分解に含
まれる既約表現の重複度を求める方法
を与える． 

 
 
３．研究の方法 
	
 
	
 古田氏、藤田氏との共同研究では，Witten
が Morse 不等式を示すために用いた作用素の
摂動の無限次元類似を用いた．完備 Riemann
多様体 M とその上の Z2次数付き Clifford 加
群束 W に対して，D を W の Dirac 型作用素，h
を Clifford 積と反可換な W の次数 1 の
Hermite 自己準同型でサポートがコンパクト
なものとする．このとき，0<t に対して摂動
Dt=D+th を考えると，t が十分大きければ Dt

の指数を定義することができるというのが
Witten による摂動のアイディアである．これ
は，t が十分大きければ Dtの Laplacian の固
有関数は hのサポート以外では急減少すると
いう事実から従う．	
 
	
 	
 
	
 Lagrange ファイブレーションの幾何学的
量子化の状況では，Lagrange ファイブレーシ
ョンのファイバーが Bohr-Sommerfeld である
という条件は，“ファイバーの de	
 Rham 作用
素の核が非自明”という条件で特徴付けるこ
とができる．古田氏，藤田氏との共同研究で
は，Witten による摂動項 h の代わりにファイ
バーに沿った de	
 Rham 作用素（ファイバーの
de	
 Rhaｍ作用素をすべてのファイバーについ
て束ねたもの）を用いて Spinc	
 Dirac 作用素
を摂動する．	
 
	
 	
 
	
 本研究では，この方法をそれぞれ次の様に
発展させる．	
 

(1) 楕円型や nodal 型特異ファイバーの近
傍の局所モデルを用いて，Spinc Dirac
作用素の指数の特異ファイバーからの
寄与を直接計算する．これがうまくい
かない場合は，局所指数の積公式を用
いて寄与の計算をファイバーの次元が
小さい場合に帰着させる．	
 

(2) まずは局所指数について、2 次元シリ
ンダーや 2 次元円盤などの簡単な例で
得られた結果を，トーラス作用がある
場合に精密化する．その後，局所指数
の積公式をトーラス作用のある場合に



 

 

精密化し，それを用いて同変局所指数
の既約分解に含まれる既約表現の重複
度を求める．	
 

	
 	
 
	
 
４．研究成果	
 
	
 

(1)  球面の余接束には，測地流から誘導

される特異S1束の構造が入る．この特

異S1束の特異ファイバーは，ゼロ切断

である．そこで，ゼロ切断の近傍での

局所指数を計算した．この例は複素旗

多様体上のGelfand-Cetlin系に現れ

る特異ファイバーの局所モデルであ

り，局所指数の理論をこの場合に応用

する上で必要かつ基本的な結果であ

る．	
 

	
 

(2)  これまで得られた局所指数の理論を，

コンパクトLie群の作用がある場合に精

密化した．特にトーラスが作用する場合

に，同変局所指数の作用で不変な部分に

ついての局所化公式を得た．Hamilton

トーラス作用の場合，局所指数は	
 de	
 

Rham作用素の核が非自明である軌道の

近傍からの寄与の和として記述するこ

とができる．それに対して，今回得られ

た局所化公式では，同変局所指数の作用

に関する不変部分は	
 de	
 Rham作用素の

核のトーラス作用に関する不変部分が

非自明であるような軌道の近傍からの

寄与の和として記述される．	
 

	
 今回の結果の応用として，シンプレク

ティック簡約と量子化が可換であるこ

とを主張するGuillemin-Sternberg予想

の別証明を，Hamiltonトーラス作用の場

合に得た．この結果は論文「Torus	
 

fibrations	
 and	
 localization	
 of	
 index	
 

III」にまとめ，査読付き学術雑誌に投

稿中である．また，e-print	
 arXivや東

京大学大学院数理科学研究科のプレプ

リントシリーズでも公開している．	
 

	
 さらに，この結果をトーリック多様体

の場合に適用することによって，同変

Riemann-Roch指数の既約分解を付随す

る凸多面体の組み合わせ的データで記

述するDanilovの定理の別証明を得た．	
 

	
 Hamilton	
 S1空間のシンプレクティ

ックカットにおいて，cut-locusとし

て現れるシンプレクティック部分多

様体の同変局所指数を計算する公式

を与えた．	
 

	
 

上記以外に，次のことも行った．	
 

(3)  局所指数は，acyclic	
 compatible	
 

systemという幾何構造に依存する．

acyclic	
 compatible	
 systemの取り方

によっては，局所指数が簡単に計算で

きる場合がある．そこで，2次元シリ

ンダー上の2通りのacyclic	
 

compatible	
 systemについて，対応す

る局所指数が等しくなるための条件

を考察した．	
 

	
 

	
 この研究の目的のうち，(2)については完全

解決には至らなかったが，順調に研究成果を

あげることができた．(1)については，まだ解

決すべきことが残されている．全体としては

，おおむね順調に進展していると評価する．

今後の目的は，これまでに得られた理論の応

用である．そのために必要となるのが，局所

指数を組織的に計算する方法である．これま

でに得られた結果を扱いやすいものに整備す

る必要もあるかもしれない．閉多様体上の楕

円型作用素に対するAtiyah-Singerの指数定

理やその様々な方面への一般化を参考にする

と，解析的指数である局所指数のK理論的定式

化や位相的指数の対応物についての研究が今

後の一つの方向性と考える．	
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