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研究成果の概要（和文）：変分解析における距離正則性に対して，関数解析的手法による定量解析と Banacha 空間上
の不等式系に対する距離正則性に関する研究，および多項式最適化問題の大域最適解を求めるアルゴリズムに対する理
論研究を行った．主な研究成果は以下の通りである．
1. 連続関数空間上の不等式系に対して，正則性のモジュラスの公式をお与えた．2. SRPT スケジューリングアルゴリ
ズムに対して，関数最適化の手法を応用し，アルゴリズムの評価を改善した．3. 多項式最適化問題の大域最適解を求
めるアルゴリズムは，半正定値計画問題を生成する．それらの半正定値計画問題が強双対性を持つため十分条件を得た
．

研究成果の概要（英文）：We considered quantitative analysis of metric regularity in variational analysis a
nd inequality systems on Banach spaces by functional analytic methods. In addition, we studied theoretical
 properties of a algorithm for obtaining a global minimum of polynomial optimization problems. Our main re
sults are the following:
1. We gave a formula for modulus of regularity of inequality systems on the space of continuous function. 
2. We improved estimates of performance of an SRPT scheduling algorithm by optimization methods in functio
n spaces. 3. An algorithm for obtaining a global minimum of polynomial optimization problems generates a s
equence of semidefinite programming problems. We gave sufficient conditions for such semidefinite programm
ing problems to have strong duality properties.
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１．研究開始当初の背景 
 本課題では産業数学への応用研究を通じ
て、変分解析をより適用範囲の広い理論へ再
構築する。 
 変分解析は微分不可能な関数、汎関数の局
所的な性質を、一般化微分などを用いて直
接解析する手法である。既存の研究では、
「微分不可能な関数一般」という、産業数
学にとっては一般的すぎる対象を扱ってい
て、理論が煩雑になりすぎている。しかし
工学に現れる最適化、微分方程式には、微
分不可能な汎関数などが現れても、一般に
扱い易い構造がある。そのような構造を実代
数 幾何、Tame 位相を利用して、産業数学
に現れる最適化問題、微分方程式の中に発見
し、変分解析の理論に取り入れていく。 
 
２．研究の目的 
(1) 産業数学にしばしば現れる最適化問題に
は、古典的な解析学で扱われてきた問題と
異なる特徴がある。選択肢が何らかの範囲
内にあることを表現するために不等式系を
用いることと、最適解が領域の尖った点(境
界の微分不可能な点)に現れ得るところであ
る。不等式系を詳細に解析するために、近年、
Lassere、Lewis、Ioffe などにより、実代数幾
何と変分解析、最適化理論を結びつける研
究が始められた。従来の代数幾何と違い、実
代数幾何は実係数多項式または解析関数か
らなる不等式系の実数解を解析する強力な
道具を持つ。 
 多項式を制約式、目的関数に持つ最適化
問題は産業数学で良く現れるにも関わら
す、単に非線形最適化問題として扱われ特
別な注目を受けずにいた。しかし、大域最
適解を高速に求めるアルゴリズムが 
Lasserre などにより発見され、その応用の
幅広さから近年盛んに研究されている。我々
はこのアルゴリズムの解析に実代数幾何を
応用し、制約式から生成される二次加群の
性質をイデアルの性 質を調べることで解析
し、アルゴリズムの収束条件を発見した。現
在はその条件 をより具体的に判定可能なも
のに置き換える研究を進めている。 
(2) 微分不可能な対象を局所的に解析するた
めの強固な数学理論を作るには、境界が激
しく振動しているような病的な集合を除外
する必要がある。実代数幾何は、Tame 位相
(穏やかな位相)と  いう病的な集合を除外す
るための数学構造を持つ。例えば、変分解析
に Tame 位相を取り入れることで、劣解析
的リプシッツ写像がモース・サード持つこ
とが解明されたのは代表的な成果である。多
項式最適化問題に関する研究を発展させ、
Tame 位相と変分解析の融合を目指す。 
(3) 線形計画問題は産業数学の様々な分野で
現れる基本的な問題である。線形計画問題を
解く代表 的なアルゴリズムである内点法は 
Renegar などにより詳細な計算量の解析が
行われている。しかし、従来の計算量解析

は密な行列に対するものであり、現実の問
題が持つ疎性や対称性などの構造を考慮し
ていない。このことから、申請者は制約式
に対して疎性などの構造を保つような摂 動
を考えることが有効的だと考え、制約式を
定義する写像の構造を考慮した条件数につ
いて研究しており、論文を執筆中である。
この研究をさらにすすめ、条件数と固有値
や特異値などとの関係の解明を目指し、一般
の写像に対する構造を考慮した摂動定理の
基礎を築く。 
(4) 理論計算機科学の研究は主に離散数学や
グラフ理論が応用されてきたが、申請者は変
分解析、 連続最適化理論の応用に注目して
いる。実際、理論計算機科学者との共同研
究で、変分法を通貨 交換問題に応用し効果
的なアルゴリズムを考案することに成功し
た。その研究では既存のアルゴ リズムの弱
点を補うために、問題を L1 上の変分問題と
して新たな定式化を行い、不連続な最適解(ア
ルゴリズム)を解析的に求めることに成功し
た。結果は J. Comb. Optim. に掲載予定で 
ある。これはアルゴリズム設計に変分法、
変分解析を応用した画期的な結果であり、
本研究では同様の手法を他の計算機科学の
問題に適用する。 
(5) 変分解析は、従来の手法では解析し難か
った物理モデルに対して有効なときがあ
る。例えば、 歪みに対して最も強い柱を設
計する問題である。その問題は 4 次の自己
共役微分作用素の最小固有値を最小化する
問題として定式化される。従来の手法では
問題を扱いやすくするため、最小固 有値が
単純であるという人工的な仮定していた。
それは固有値は単純だとパラメータに関し
て微 分可能だが、多重だと微分不可能にな
ってしまい従来の手法では解析できなかっ
たからである。 この問題は 1992 年に Cox 
と Overton によって微分不可能な固有値を
変分解析によって直接 解析することで解決
された。微分不可能な汎関数は一般に扱い
づらいが、物理的に意味のある問題には微分
可能性とは異なる数学的に良い構造が含ま
れている場合が多い。申請者は、物理的に
意味のある仮定下で微分不可能な汎関数が
自然に現れる問題を変分解析を用いて解析
する。 
 
３．研究の方法 
(1) 「多項式最適化問題と多項式環上の二
次加群についての研究」で対象とするアル
ゴリズムは、 多項式最適化問題から半正定
値計画問題の列を生成し、それらの解を内点
法によって求めること で、元の問題の大域
最適解を得るというものである。その際、
内点法が収束するためには、半正 定値計画
問題の最適値とその双対問題の最適値が一
致する(強双対性)ことが必要である。強双 
対性が成り立つには、元の多項式最適化問
題の制約式から生成される二次加群の性質



が重要であることが分かっている。申請者
は最近その二次加群の性質が、制約式の一
部から生成されるイデアルの条件で表 せ る
ことを発見した。その研究をさらに進め、よ
り具体的に判定可能な条件に書き換えるこ
とを目指す。また、特殊な構造を持つ多項式
最適化問題に対しては、有限個の半正定値緩
和問題を解くこと で、元問題の解を得るこ
とができる。この構造をヒルベルトの第 17 
問 題 か ら始まった多項式の自乗和に関する
問題と関連づけて研究する。研究は、数値
解析的な結果を参照しながら、数式処理ソ
フトによる具体例の作成、結果の検証を積
極的に行うことで、研究の円滑な進行を図
る。そのため、ディスクトップを一 台 購 入
する。 また、最適化、実代数幾何の書籍を
購入する。 
(2)「変分法によるアルゴリズム設計」の研
究では計算機科学の基本的な問題を変分法、
変分解析の立場 から見直す。申請者は今ま
で、オンラインアルゴリズムの基本的問題
である通貨交換問題で変分法によるアルゴ
リズム設計に成功している。これはある通貨
を一定期間内に両替するとき、レー トの変
動が全く分からない状況下で、どのような
アルゴリズムで通貨を交換していけば良い
か、という問題である。これを L1 上の変分
問題に変換し、不連続な最適解(アルゴリズ
ム)を解析的に求めることに成功した。また、
この結果を従来の結果と比較するためミニ
マックス問題を考え、戦略集合がコンパク
トでない状況下で、鞍点として不連続関数と
跳躍のある分布の組みを解 析的に求めるこ
とに成功している。他の問題に対しても同
様の手法を試み、既存のアルゴリズムの改
良、手法自体の改良について研究する。研究
はシミュレーションにより解を予想し、その
知見をもとに解析解を探すことによって進
める。これらの研究のため、計算機科学の書
籍を購入し、国内外のセミナー、研究集会等
に積極的 に参加し、得られた結果を国際学
会などで発表する。 
 
４．研究成果 
(1) 線形不等式系を表す写像に対して、正則
半径の定理が成り立つための具体的でシャ
ープな十分条件を得た。その際、具体的にル
ベーグ二乗可積関数空間上の不等式系の反
例を挙げ、その十分条件を取り除くことが出
来ないことと、そのような性質の悪い不等式
系に対しても、我々が得た公式が成り立つこ
とを示した。 
 さらに、この結果を連続関数空間上の可微
分な非線形不等式系に応用した。そこでは、
連続関数空間の双対空間である有界変動関
数空間の単位球面の部分集合が汎弱コンパ
クト性を持つことに注目し、Fan のミニマッ
クスの定理を用いることで、正則性のモジュ
ラスの等式評価と、正則半径の定理が成り立
つことを証明している。 

(2) オンラインアルゴリズムの古典的問題
である通貨交換問題を拡張し，関数空間上
の変分問題として定式化し直した．関数最
適化の手法を応用し，新しい効果的なアル
ゴリズムを得た．さらにゲーム理論的な考
察により，従来のアルゴリズムと新しく求
めたアルゴリズムとの関係性を解明した．
また，議論に用いたゲームの均衡解を解析
的に求めることに成功した． 
(3) SRPT アルゴリズムとは比較的単純な
オンラインジョブスケジューリングに関す
るアルゴリズムである。本論文では SRPT
アルゴリズムの解析に，関数空間上の最適
化理論を応用し，オンラインアルゴリズム
の評価尺度である競合比を厳密に評価した．
証明では，関数空間上の線形計画問題に対
する相補性条件が鍵となっている． 
(4) 多項式のみからなる最適化問題は多項
式最適化問題と呼ばれる．本論文では，多
項式最適化問題の大域最適解を求める 
Lasserre 緩和法が生成する半正手値計画
に対して，強双対定理が成り立つための十
分条件を，実代数幾何の概念である実イデ
アルを用いて記述した．その中で，イデア
ルが実イデアルである為の条件について，
新たに初等的な証明を与えている． 
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