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研究成果の概要（和文）： 

 ヤング図形の上に定義されるプランシェレル測度とランダム行列の関連について研究してい

くことが本研究のテーマであった。ランダムユニタリ行列、ランダム直交行列、実ウィッシャ

ート逆行列、COE 行列、その他幾つかの行列成分モーメントを計算する手法を確立し、プラン

シェレル測度を通じて組合せ論的または表現論的な意味付けを与えた。 

 
研究成果の概要（英文）： 

 The theme of our research is to study about connections between Plancherel measures on 

Young diagrams and random matrix theory. We have established the method for 

computations of averages of matrix entries, which are derived from random unitary 

matrices, random orthogonal matrices, inverse of real Wishart matrices, COE matrices, 

and so on. Moreover, we have given some combinatorial and representation-theoretic 

interpretations for them via Plancherel measures. 
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1. 研究開始当初の背景 

 

 対称群のプランシェレル測度は、ランダム
なヤング図形を考える際の標準的な確率測
度である。これまでの多くの研究において、
ランダム行列の代表的なモデルである GUE

（ガウス型ユニタリ アンサンブル）の離散
類似の一つとして位置づけられている。 

 例えば、ヤング図形の行の長さの分布は、
ヤング図形のサイズが大きくなるときに適
当なスケーリング極限をとることで、

Tracy-Widom 分布と呼ばれる、ある極限分布
に収束する。他方、GUE をはじめとする様々
なランダム行列の固有値に関しても、行列の
サイズが大きくなるときに適当なスケーリ
ング極限をとることで同じ Tracy-Widom 分
布が得られる。 

 このような対応以外にも、ランダム行列の
特性多項式の平均が多く研究されている。ラ
ンダム・ヤング図形において、ランダム行列
の特性多項式に対応する物は何かという問
題が自然に挙げられるが、それはヤング図形
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の容量多項式が答えの候補であった。当初、
容量多項式のプランシェレル測度に関する
平均の研究が始まったばかりであった。 

 

 

２．研究の目的 

  

ランダム行列と、ランダム・ヤング図形をは
じめとする組合せ論的または表現論的な対
象物に由来する確率モデルを比較する。 

 ヤング図形の容量を変数とする対称多項
式を考え、それのプランシェレル測度に関す
る平均を計算する。これが当初の目的であっ
た。この問題は、ランダム行列の特性多項式
の平均を計算することの類似になっている。
その理由の一つは、容量が Jucys-Murphy 元
の固有値だからである。 

 研究の過程で問題は肥大化し、ランダム行
列とJucys-Murphy元などの対称群の表現論
に密接に関連した量との関連を調べること
が主目的となった。 

  

 

３．研究の方法 

 
 ランダム行列の Weingarten calculus が本
研究の中心的な道具である。確率変数の族が
与えられたときに、それらの混合モーメント
を計算する手法を確立することは、基本的な
問題である。例えば、ガウス確率変数の族の
場合は、その計算手法は Wick の公式と呼ば
れ、共分散の積を足し合わせることに帰着さ
れる。 
 ランダムなユニタリ行列の行列成分たち
の混合モーメントを計算する手法が
Weingarten calculus であり、Benoit 
Collins (2003)らにより始まった。これによ
り混合モーメントは、ユニタリ Weingarten
関数と呼ばれる対称群上の類関数の和とし
て記述される。様々なランダム行列の行列成
分の混合モーメントを計算する際、このユニ
タリ Weingarten 関数やその類似である直交
Weingarten 関数が中心的な道具となる。実際、
たとえば COE ランダム行列の場合は、ユニタ
リ Weingarten 関数の足し合わせを考えるこ
とになり、結果として直交 Weingarten 関数
が現れる。 
 また、ユニタリ Weingarten 関数は、互換
の和である Jucys-Murphy 元を用いて表すこ
とができる。これにより、ユニタリ
Weingarten 関数の特殊値は、ある置換の数え
上げに帰着される。組合せ論的な議論により
実際に置換を数え上げることで、たとえばユ
ニタリ Weingarten 関数の最高次の係数がカ
タラン数であることなどを示すことができ
る。 
 

 
４．研究成果 
 

○1  ユニタリ行列積分と Jucys-Murphy 元 
 
 Jucys-Murphy 元は対称群の群環の元であ
り、k 番目の Jucys-Murphy 元はｋとそれ未
満の数との互換の和として定義される。
Jucys-Murphy 元は、群環の極大可換部分環
を生成することが知られている。極大可換
部分環は、対称群の既約表現に対角行列と
して作用する。そのときの固有値として、
ヤング図形の容量が現れるのである。さら
に Jucys-Murphy 元を変数とする対称多項式
は、群環の中心元になる。 
 ユニタリ Weingarten 関数の、既約指標に
よるフーリエ展開は、係数に容量が現れる。
その表示を通じて、ユニタリ Weingarten 関
数は、Jucys-Murphy 元を変数とする完全対
称多項式の母関数として見ることができる
ことを示した。 
 Jucys-Murphy 元は単に互換の和なので、
ユニタリ Weingarten 関数の特殊値の計算は、
置換をある条件下での互換の積に分解する
方法の数え上げにより求めることができる。
ユニタリ Weingarten 関数はユニタリ行列の
サイズ N に依存し、Nの逆数のべき級数とし
て展開される。最初の係数が、カタラン数
になることは既に知られていたが、我々は
それを互換の数え上げにより、純粋組合せ
的に示した。これにより、ランダム・ユニ
タリ行列の行列積分の、行列のサイズが大
きいときの漸近挙動が観察される。 
 ユニタリ Weingarten 関数の研究のために、
Jucys-Murphy 元を変数とする完全対称多項
式について研究した。この問題を拡張し、
他の対称多項式を考えるとどうなるかにつ
いて研究した。対称多項式全体のなす代数
の基底を与える、単項対称多項式において、
Jucys-Muphy 元を変数とした場合を考えた。
この場合は、最高次は、ある種の「カタラ
ン数の精密化」を適当な分配により足し合
わせたものとなる。それを具体的に書き表
した。これは先の、完全対称多項式の場合
はカタラン数が登場する、という事実の精
密化に他ならない。 
 その他、最高次以外の係数に関しても幾
つかの係数の母関数を求めた。 
 なお、この研究が発表されたのち、
Valentin Feray に よ り 、 ユ ニ タ リ
Weingarten 関数の係数のあいだの漸化式が
得られている。 

 以上の研究は、Jonathan Novak 氏との共
同研究による。 
 

 ○2 .直交行列積分と Jucys-Murphy 元 
 



 前節の直交行列への類似について研究し
た。一般的に、複素数の場合よりも実数の
場合の方が難しい。たとえば、ユニタリ群
の表現論よりも実直交群の表現論の方が難
しくなる。ユニタリ行列積分でユニタリ
Weingarten 関数が登場したように、直交行
列積分では、直交 Weingarten 関数が必要に
なり、それはユニタリ行列の場合よりもや
や難しくなる。 
 ユニタリ Weingarten 関数が、対称群の類
関数として実現されたのに対し、直交
Weingarten 関数は、あるゲルファント対の
ヘッケ環の元として実現される。それは対
称群と超八面体部分群のなすゲルファント
対である。すなわち、直交 Weingarten 関数
は超八面体群の両側からの作用で不変な関
数である。 
 ユ ニ タ リ 群 の 場 合 と 同 様 に 、
Jucys-Murphy 元との関連を考えることは自
然である。ユニタリ群の場合は、対称多項
式の変数に、Jucys-Murphy 元を挿入したも
のを考えた。直交群の場合は、やはり対称
多項式の変数に、奇数番目の Jucys-Murphy
元を挿入し、さらに右から超八面体で平均
したもの、を考える必要がある。この事実
を発見したことがブレイクスルーとなった
（発見のアイディアは Zinn-Justin の論文
で見ることができる）。 
 直交 Weingarten 関数は、完全対称多項式
を上のように Jucys-Murphy 元で処理したも
ので記述される。やはり最初の係数がカタ
ラン数の積となる。それをマッチングの数
え上げを実行することで示した。 
 また、単項対称多項式の場合の最初の係
数も、ユニタリの場合のそれと一致するこ
とを示した。 
 これにより、ユニタリ Weingarten 関数と
直交 Weingarten 関数は最初の係数が一致す
る。言い換えれば、ユニタリ行列積分と直
交行列積分は、行列のサイズが大きいとき
は似た挙動が観察できるということが分か
った。もちろん２番目以下の係数は本質的
に異なる。 

  さて、この研究で、４つの予想を提示し
た。１つ目。Jucys-Murphy 元を変数とする対
称多項式は対称群の群環の中心元となるが、
中心元はそれですべてである、ということが
知られていた。上の議論をベースに、超八面
体群とのゲルファント対への類似を提示し
た。この予想はまもなく、AkerとCanにより、
代数的な深い考察により示された。２つ目。
ユニタリ Weingarten 関数や直交 Weingarten
関数の研究は、ジャック多項式をベースとし
たパラメータα付きの拡張を促す。ユニタリ、
直交の場合がそれぞれα=1,2 となる。容量多
項式によるある量が、αに依存しないことを
予想した。これはDolegaとFeray によって、

αに関する次数の評価をする手法により、示
された。３つ目。このαに関する量は、最高
次係数と２番目の次数の係数はαに依らな
いことを予想した。これも Dolega と Feray
により示された。４つ目。直交 Weingarten
関数の第２の係数に関して、組合せ論的な意
味付けを予想した。これは、Feray により漸
化式を通じた証明が得られた。 
 このように、いくつか提示した予想も、本
研究の枠を超えた分野に、直ちに多くの影響
を与えた。 
 

○3  実 Wishart 行列の逆行列 
 
 Wishart 行列は、多変量統計で最も重要なラ
ンダム行列の一つである。その逆行列の分布
も重要視されている。複素 Wishart 行列とそ
の逆行列の行列成分の混合モーメントは、
Graczyk, Letac, Massam により得られていた。
しかし、実 Wishart 行列の逆行列の混合モー
メントは知られていなかった。今回、直交
Weingarten 関数を用いてそれを記述する手
法を得た。この場合に直交 Weingarten 関数
が必要となる理由は不明であり、驚くべきこ
とである。この結果は実際に統計に活用され
つつある。研究代表者と、Benoit Collisn, 
Nadia Saad,との共同研究が進行中である。 
 
 

○4  COE ランダム行列。 
 
 ランダム・ユニタリ行列は、CUE 行列とも呼
ばれる。CUE は Circular Unitary Ensemble
の略である。同様に、COE(直交アンサンブル)、
CSE(斜交アンサンブル)が良く知られている。
これらは量子力学と深く関連し、Dyson の円
アンサンブルと呼ばれランダム行列理論で
も中心的な役割を果たしている。 
 COE 行列はランダムな対称ユニタリ行列で
ある。この行列成分の混合モーメント計算す
る手法を確立した。 
 COE 行列はランダム・ユニタリ行列とその
転置行列の積として実現される。そのため、
ランダム・ユニタリ行列の混合モーメントを
実際に計算すれば、COE の場合も得られるは
ずである。しかしながら、実際に簡単な形に
整理するのは容易ではなかった。結果として、
ユニタリ Weingarten 関数の和を計算したと
ころ、直交 Weingarten 関数が現れた。 
 前節の場合と同様の事態であるが、直交
Weingarten 関数が必要とされる理由がやは
り不明であり、今後の研究が待たれる。 
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