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研究成果の概要（和文）： 

数値解析における直交多項式や再生核の理論、代数的組合せ論におけるアソシエーションスキ

ームやコヒアラント代数の理論、離散幾何における距離集合の理論などを融合させて、最小立

体求積公式（Minimal Cubature Formula）の点集合の配置の数論的特徴付けを行い、さらに

次数 20 以下の低次数の最小立体求積公式の存在・非存在命題を幾つか導いた。 

また、実既約鏡映群で不変な最小立体求積公式の分類も行った。 

 

研究成果の概要（英文）： 

We presented a number-theoretic characterization of the configuration of points of a 

minimal cubature formula, as well as some existence and non-existence results on such 

formulas of small degrees, by unifying techniques that have been developed in numerical 

analysis, algebraic combinatorics, discrete geometry and so on. We also characterize a 

minimal cubature formula whose point set consists of orbits of a finite irreducible reflection 

group. 
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１． 研究開始当初の背景 
 

多変数関数の積分値を空間内の有限個の点
での関数値の重み付き平均値によって近似
する積分近似公式を立体求積公式という。次
数 t 以下の任意の多項式に対して積分値と重
み付き平均が等しくなる立体求積公式を次
数 t であるという。 

少ない近似点からなりかつ高次数の立体
求積公式の存在問題は、19 世紀初頭のガウス
の研究に端を発し、その後 Ditkin、Lebedev、

Sobolev、Mysovskikh らロシアの解析学者を
中心に多変数直交多項式の共通零点の解析
と並行して古くから研究されてきた。特に、
直交群不変な積分のクラスである球面対称
積分（Spherically Symmetric Integral）に
対して、最小立体求積公式（Fisher 型不等式
と呼ばれる点集合のサイズに関する下限評
価不等式において等号が成り立つ公式）の近
似 点 の 配 置 に は 、 Bose-Mesner 代 数 や
Coherent 代数などの様々なℂ代数の構造が自
然に付随するため、立体求積公式の研究は代
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数的組合せ論やその関連分野においても盛
況である。 
 一変数の最小立体求積公式は常に存在し、
その点集合と重みは直交多項式の零点によ
って記述されることがよく知られている。同
様に二変数の場合も、多変数直交多項式の共
通零点を調べることを通じて、最小立体求積
公式の存在・非存在命題や分類定理がこれま
でに多数発表されてきた。しかしながら、三
変数以上の場合には球面対称積分に対する
最小立体求積公式の解析は十分に進んでお
らず、本研究開始当初、極めて散在的な状況
でのみ次数 5、７、９等の最小立体求積公式
の存在例が僅か数点確認されているに過ぎ
なかった。 
 
 
２． 研究の目的 

 
球面対称積分に対して最小立体求積公式の
具体的な構成法を考案し、或いはそのような
立体求積公式の近似点の幾何的配置に関す
る条件を導くことによって、最小立体求積公
式の存在問題の解決に貢献することを目的
とする。 
 
 
３．研究の方法 
 
（点配置の幾何的・数論的特徴付け）  
技術的には、再生核の理論を用いた最小立体
求 積 公 式 の 解 析 的 特 徴 付 け に 関 す る
Mysovskikh の定理、点集合に付随する距離集
合に関する諸定理を用いた。再生核の理論に
造詣の深い Yuan Xu 教授（オレゴン大・理）、
距離集合の理論の世界的権威である Oleg 
Musin 教授のもとを訪れ、同教授らの研究グ
ループと議論を交わしながら研究を進展さ
せた。 
 
（構成的アプローチ）  
Corner vector の B 型 Weyl 群による軌道を用
いた構成的アプローチに着目、Victoir 法の
基礎になる組合せデザインの幾何的構成法
の模索、など。後者については、デザイン理
論の国際的な権威である Reinhard Laue 教授
の助言を仰ぎながら研究を進めた。 
 
（最小立体求積公式の分類に向けて）  
技術的に、不変調和多項式空間の次元定理と
して知られる Molien-Poincare の定理、不変
立体求積公式の特徴付けに関する Sobolev の
定理などを用いた。 
 
 
 
 

４． 研究成果 
 

（2010 年度） 
Vesselin Vatchev 氏（テキサス大ブラウンズ
ビル校）、野崎寛氏（愛知教育大）らと共に、
Larman-Rogers-Seidel の定理と野崎氏によ
る一般化定理を用いて、次数 14 k の最小立
体求積公式の点に付随する距離集合の有理
性を証明した。これにより、チェビシェフ多
項式と関与する特殊な積分のクラスに対し
て、次数 13、17、21 の最小立体求積公式の
非存在命題を導いた。空間の次元に依らず次
数 10 以上の最小立体求積公式の非存在に言
及する結果はこれまでほとんど知られてい
なかったことを強調しておく。以上の成果は、
数値解析の分野における国際的トップジャ
ーナルである“SIAM Journal on Numerical 
Analysis”に掲載された（次節 5．の雑誌論
文[1]）。 
 B型Weyl群の特殊な軌道を用いることによ
り、4 次元かつ次数 5 の最小立体求積公式を
新たに発見した。また構成された最小立体求
積公式の点に対応する距離集合を計算して、
立体求積公式に付随するコヒアラント代数
の構造を明らかにした。以上の成果は、平尾
将剛氏（東京女子大）、Zhou Yuanyuan 氏（名
大）との共著論文として、組合せ論における
国際的なトップジャーナルである“Journal 
of Combinatorial Theory Series A”に掲載
された（次節 5．の雑誌論文[7]）。 
 
（2011 年度） 
2 次元最小立体求積公式の存在性に関する特
筆すべき結果の一つとして、Yuan Xu 教授
（オレゴン大・理）は最小立体求積公式の存
在問題をある積分方程式系の解に帰着させ
る解析的アプローチを提示した（Advances 

in Computational Mathematics, 1998）。Xu

教授の結果は理論的に極めて興味深いもの
であるが、その証明は解析の専門的な議論を
多数必要とし、また複雑かつ長大であるとい
う欠点を有する。そこで後述の雑誌論文[3]
では、Sobolev の定理を一般の球面対称積分
について拡張し、Xu の定理の短い代数的な
別証明を与えた。さらに、例外型を含むすべ
ての実既約鏡映群について、Corner Vector
の軌道からなる最小立体求積公式の分類定
理を証明した。なお、雑誌論文[3]は野崎氏
との共著論文としてまとめられ、数学の国際
的 一 般 誌 で あ る ”Canadian Journal of 
Mathematics”に掲載された。CJM は Paul 
Erdös など著名な組合せ論の数学者が好んで
投稿したジャーナルでもあり、組合せ論やそ
の周辺分野では特に認知度の高いジャーナ
ルである。 
 
 



 

 

（2012 年度） 

研究課題の最終年度であったため基本的に総

括と成果発表に努めた。特筆すべき口頭発表

業績として、日本数学会2013年会・統計数学

分科会における基調・特別講演（次節5．、国

内会議等、基調・特別講演[1]）と、日本応用

数理学会・日本数学会応用数学分科会が共催

する応用数学合同研究集会（次節5．、国内会

議等、基調・特別講演[2]）を挙げておく。 
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