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研究成果の概要（和文）：本研究では、分散型方程式に於ける散乱の順問題と逆問題について考

察した。関数解析的手法を用いることで、3 次元 Hartree 方程式に於ける逆散乱問題、量子場

に関する線型 Klein-Gordon 方程式に於ける散乱の順問題と逆問題、1 次元非線型 Dirac 方程式

に於ける散乱の順問題について研究成果を得た。 

 
研究成果の概要（英文）：In this study, we consider direct and inverse scattering problems 
for dispersive equations. By using methods of functional analysis, we obtain results for 
inverse scattering problems for Hartree equations in three space dimensions, direct and 
inverse scattering problems for the Klein-Gordon equation in quantum field theory and 
scattering problems for nonlinear Dirac equations in one space dimension. 
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１．研究開始当初の背景 

 

＜対象となる偏微分方程式＞ 
 
(1)非線型分散型方程式 （例：非線型
Schroedinger 方程式、Hartree 方程式、非線
型 Klein-Gordon 方程式、非線型 Dirac 方程
式、Korteweg–de Vries equation 方程式）は、
古典場や非線型波動を記述する重要な方程
式であり、これまでに多くの研究がなされて
いる。 
 

(2)量子場に関する偏微分方程式は、素粒子
の多体問題に関連がある。通常の偏微分方程
式は、関数または超関数を未知とするが、量
子場に関する偏微分方程式は作用素超関数
を未知とする。 

 
＜解の存在について＞ 

 
一部の非線型分散型方程式はいわゆる逆

散乱法を用いることで解析的に解を求める
ことができるが、それ以外の方程式（本研究
で考察していく偏微分方程式を含む）は解析
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的に解を求めることは不可能である。 
 
そこで、関数解析的手法等（縮小写像の原

理、調和解析学）を用いて、解の存在定理を
理論的に求めることが重要となる。更に、時
間大域解の時刻無限大に於ける漸近挙動を
調べることは、純粋数学のみならず、物理学
や工学的にも本質的な課題であると言える。 
 

＜散乱問題＞ 

 

時間大域解が時刻無限大で自由解（摂動項
が無い方程式の解）へ漸近する場合、非線型
項は「短距離型」であるという。更にこのと
き波動作用素並びに散乱作用素の存在が期
待される。非線型項が短距離型であることや
散乱作用素の存在は、非線型効果が限定的で
あることを指し、諸現象の理解を深める上で
重要な鍵となる。 

 
散乱の順問題とは、どのような非線型項で

あれば、短距離型になり散乱作用素が定義で
きるのかを吟味することである。 

一方散乱の逆問題とは、散乱作用素の情報
を用いて未知な非線型項を同定することで
ある。言い換えると、「散乱作用素の集合」
から「相互作用ポテンシャルの集合」への写
像 Mを吟味することである。特に「安定性」
の議論は、「写像 M における（適当な意味で
の）連続性の吟味」と換言できる。 

散乱の順問題及び逆問題は、当初は線型分
散型方程式について考察されてきたが、近年
はそれに加え非線型分散型方程式について
も研究されている。 

 
これらの研究は 1960 年代以降盛んに行わ

れ、重大な定理が数多く証明されているが、
未だに解決されていない問題も山積してい
る。 

非線型 Klein-Gordon方程式や非線型 Dirac
方程式は非線型 Schroedinger方程式に比べ、
証明に使えそうな道具が不足している為、未
解決部分が多く今後の解明が強く期待され
ている。  

量子場に関する線型 Klein-Gordon 方程式
に関しては、殆ど未開拓の分野と言って良く、
今後の発展が望まれている。 
 
 

２．研究の目的 

 

(1) 未知なポテンシャル V(x)を含んだ非線
型を持つ分散型方程式（例：Hartree 方程式、
Semirelativistic Hartree方程式）について、
散乱作用素の情報から、V(x)を一意に再構成
する手法を発見すること。また、安定性に関
する評価式を求めること。 

 
(2) 量子場に於ける Klein-Gordon 方程式に
対する散乱の順問題と逆問題について、古典
場の場合（言い換えれば通常の Klein-Gordon
方程式）との比較を行うこと。 
 
(3) 冪乗型の非線型項または Hartree型の非
線型項を持つ Klein-Gordon 方程式や Dirac
方程式に対する散乱の順問題を考察し、短距
離型になる非線型項の条件を求めること。 
 

 

３．研究の方法 

 
(1) 調和解析学、双曲面上の幾何学、関数空
間（Lebesgue 空間、Sobolev 空間、Besov 空
間等）の諸理論、スペクトル理論を用いて研
究を行う。 
 
(2) 非線型 Schroedinger 方程式の散乱問題
に於いては、Galilei 変換の生成作用素 J が
有効である。この Jを適当に修正することで、
非線型 Klein-Gordon 方程式の散乱問題へ応
用できることが近年判明している。本研究で
は、修正された Jを詳細に解析し種々の方程
式へ応用していく。 
 
(3)得られた手法を更に改良することで、
様々な非線型偏微分方程式の重要な未解決
問題への応用を図る。 
 
(4)得られた研究成果は、研究集会・学会で
の発表、国際学術雑誌への投稿・掲載を通し
て周知させる。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 空間 3次元の Hartree方程式に於ける散
乱の逆問題を考察した。 

Hartree方程式は非線型 Schroedinger方程
式の一種であり、非線型項は、「相互作用ポ
テンシャル V(x)と未知関数の絶対値の二乗
との合成績」と「未知関数」との積で構成さ
れている。 
 Hartree 方程式は、「V(x)を相互作用ポテン
シャルとする非相対論的素粒子の多体
Shcroedinger 方程式」を近似して得られるも
のであるから、相互作用ポテンシャル V(x)
を同定する問題は本質的である。 
 

この方程式に含まれる未知な相互作用ポ
テンシャル V(x)が「指数関数的に減少する」
という条件を満たすとき、散乱作用素の情報
を用いて V(x)を一意に再構成できることを
証明した。更に、安定性に関する評価式を得
ることができた。以下に詳細を記す： 



 

 

（再構成について） V(x)は指数関数
exp(m|x|)を掛けても可積分であるとする。
（注 1：Vの Fourier 変換 FV は実解析的とな
る。注 2：湯川ポテンシャルはこの条件を満
たす。）このとき、「FVの原点における任意階
数の偏微分係数を求める公式」が得られる。
FV は実解析であるため、Taylor 展開によっ
て、或る原点近傍上で FV が一意に再構成で
きる。FV に対して、各点を中心とする Taylor
級数の収束半径は一様に下から評価できる
ことから、Taylor 展開を繰り返すことにより
全空間上で FVを一意に再構成できる。 

（安定性について）未知な相互作用ポテン
シャル V1と V2に対する散乱作用素をそれぞ
れ S1 と S2 とおく。S1 と S2 との差が十分小
さいとき、V1と V2との差が（適当な意味で）
十分小さくなることを証明した。 
 

証明の鍵となるのは、入射データ（関数）
に対する非等方的スケール変換である。 
 
(2) 量子場に関する線型 Klein-Gordon 方程
式に於ける散乱の順問題と逆問題について
考察した。 

この方程式は通常の偏微分方程式と異な
り、作用素値超関数を未知とする関数方程式
であり、扱いが困難である。 
 

本研究では、古典場の理論をボソン・フォ
ック空間上に適切に応用することで、通常の
線型 Klein-Gordon 方程式と同様の結論が得
られることを証明した。（鈴木章斗氏（信州
大学）との共同研究である。） 

具体的には、「線型 Klein-Gordon 方程式を
構成するポテンシャル並びに外力項 fが、散
乱データの情報を用いることで一意に同定
できること」及び「外力項 f が、時間変数の
みに依存する関数 gと空間変数のみに依存す
る関数 h との積で書かれ、g と h のどちらか
一方が既知であるとき、もう一方が一意に再
構成できること」が証明された。 
 
(3) 1 次元非線型 Dirac 方程式に於ける散乱
の順問題について考察した。 

非線型項は冪乗型とした。自由 Dirac 方程
式の時間減衰評価を用いると、冪の指数 pが
3 より大きければ非線型項は短距離型になる
も の と 推 測 で き る 。 こ の 推 測 は 、
Schroedinger 方程式や Klein-Gordon 方程式
における同様の問題に対しては、実際に正し
いことが示されている。一方で Dirac 方程式
に対しては、非線型項が持つ構造の難しさ故
に未解決であった。 
 

p が 5 以上であるときは、時空評価の一種
である Strichartz 型評価と Sobolev の埋め
込み定理を併用することで「適当な Sobolev

空間の或る 0近傍上で、散乱作用素が定義で
きること」が直ちに証明できる。 

一方、5 未満の場合はその手法のみでは同
様の定理は証明できない。そこで、Galilei
変換の生成作用素 Jを Dirac 方程式に適合す
るように修正し、先述の手法と併せることで
「適当な重み付 Sobolev空間の或る 0近傍上
で、波動作用素が定義できること」及び「（少
し弱い意味で）散乱作用素が定義できるこ
と」を証明することができた。 
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