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研究成果の概要（和文）：通常の可微分構造を持たない特異空間上で，関数空間上の勾配曲線としての熱分布の2種の
異なる定式化を同定した．これを用いて，「Ricci曲率が下に有界」の最適輸送理論による特徴づけから，熱分布の微
分評価による特徴づけを導出した．
また，確率解析を用いて，上記の議論で曲率条件の一種として現れる熱分布間のWasserstein距離の評価をRicci流の下
で拡張した．加えて，その評価をPerelmanのL距離が定めるWasserstein型の距離に拡張した．
さらに，拡散過程の鏡映カップリングの特性を最適輸送を用いて定式化した．これを利用し，Riemann多様体の極限で
ある特異空間上へ同様の性質を拡張した．

研究成果の概要（英文）：On singular spaces admitting no differentiable structure, we identify two differen
t formulations of heat flows as gradient flows. As a result, we prove an implication from a formulation of
 the presence of a lower Ricci curvature bound via optimal transport to another one via the gradient estim
ate of heat semigroups. 
By using stochastic analytic techniques, we extend an estimate of the Wasserstein distance between heat di
stributions which appears as a kind of curvature condition in the above argument to the one on Ricci flows
. In addition, we extend it to the one associated with the Wasserstein-like distance defined by using Pere
lman's L-distance. 
We obtain a formulation of a characteristic property of the mirror coupling in terms of optimal transport.
 By using this formulation, we proved that the same property holds on a class of singular spaces given by 
 limit of Riemannian manifolds. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 近年，「Ricci 曲率が下に有界」に相当す
る概念について，最適輸送理論による定式化
が与えられた．この条件に基づき，測度距離
空間上の幾何解析に大きな転機が来ようと
していた．一方，Riemann 多様体上では上記
の条件は熱半群の微分評価による解析的な
定式化，あるいは Brown 運動の平行カップ
リングによる確率論的な定式化と同値にな
ると知られていた．しかしながら，より一般
の空間では統合の是非あるいはその道筋は
明らかではなかった．特に熱半群による定式
化は Bakry-Emery 理論として知られており，
抽象的な設定で機能する膨大な成果がある．
そのため，この統合を実現することには応用
上も大きな意義があった． 
(2) 劣 Riemann 多様体や Ricci 流等，滑らか
な多様体上ではあるが通常の Riemann 多様
体から外れた構造を持つ空間でも，類似の問
題があった．これらの空間では，条件自体が
質的に異なるものでなければならず，新しい
観点の導入が望まれていた． 
(3) Brown 運動に対する鏡映カップリングと
呼ばれる，平行カップリングとは別のカップ
リングも Ricci 曲率と深い関係があり，幾何
解析に幅広い応用を持つ．反面，通常の
Riemann 多様体を超えた空間での鏡映カッ
プリングの構成・解析は，やはり未解決であ
った． 
 
２．研究の目的 
(1) 最適輸送理論に基づく Ricci 曲率の条件
の下で，抽象的に与えられた測度距離空間上
で Brown 運動の平行カップリング，あるい
はそれに対応するWasserstein距離の評価を
導く．それを土台として熱半群の微分評価に
よる解析的な定式化との橋渡しをすること
で， Ricci 曲率の下限に関する各分野からの
アプローチを統合する． 
(2) 劣 Riemann 多様体や Ricci 流等の
「Riemann 多様体に近い」空間で，その質的
な違いを反映するよう，「Ricci 曲率が下に有
界」に対応する諸条件を拡張し，それらの間
の関係を調べる．特に拡散過程のカップリン
グに重点を置く． 
(3) 「Ricci 曲率が下に有界な測度距離空間」
「劣 Riemann 多様体」「Ricci 流」の各々の
空間族に対して，その幾何的特性を反映した
鏡映カップリングを構築・解析し，熱方程式
の解の微分評価等に応用する． 
 
３．研究の方法 
(1) Otto の発見的考察では，熱分布は確率測
度の成す空間(L^2-Wasserstein 空間)上の相
対エントロピーの勾配曲線とみなせる．この
観点では，目的とする Wasserstein 距離の評
価は，最適輸送理論に基づく Ricci 曲率の下
限から自然に従うと考えられる．L^2-空間上
での Dirichlet エネルギーの勾配曲線として
の熱分布を，厳密な意味での Wasserstein 空

間上の勾配流の理論の枠組みでエントロピ
ーの勾配曲線と同定することで，必要な評価
を導く． 
(2) 劣 Riemann 多様体や Ricci 流の上で，確
率過程のカップリングを構成し，その性質を
解析することで，どのような Wasserstein 距
離の評価が成り立つかを調べる．また，そこ
で得た評価を足掛かりに，その他の定式化を
どのように与えればよいかを Riemann 多様
体の場合の既存の理論を踏まえながら考察
し，与えた条件に対して，実際の対応関係を
調べていく． 
(3) 空間の微分構造に基づく議論を避けるた
め，鏡映カップリングを特徴付ける性質を最
適輸送理論を用いて定式化する．その性質を
Ricci 曲率が下に有界な特異空間上で調べる
ことで，鏡映カップリングに相当するカップ
リングを構成する． 
 
４．研究成果 
(1) 断面曲率が下に有界な Riemann 多様体
の自然な拡張として現れる特異空間である
Alexandrov 空間において，前述の考え方に
基づき，熱分布間の Wasserstein 距離の評価
を導いた．また，その応用として，熱半群の
Bakry-Emery 微分評価を得た[4]．特異空間
上でのエントロピーの勾配曲線と Dirichlet
エネルギー汎関数の勾配曲線としての熱分
布の同定のために，従来とは全く異なる方法
を提唱した．その証明で用いた技法の一部は，
熱分布の解析を最適輸送理論と結合する基
本的な道具のひとつになっている．また，こ
の研究に着想を得て，Ambrosio, Gigli, 
Savare らにより，ここでの手法がより一般
の特異空間へと拡張された．結果として，本
研究成果はこの方面での理論の爆発的な発
展 の 起 点 と な っ た ． 本 研 究 成 果 は
Bakry-Emery 理論が特異空間に適用された
ある意味で初めての例でもあり，その観点か
らも興味深い．さらに，Erbar, Sturm との共
同研究により，Ambrosio らの結果を，Ricci
曲率の下限と次元の上限の双方を加味した
条件へと拡張することに成功した．この研究
は，この方面でのそれまでの成果を補完・統
合するものであり，今後の当該分野での研究
の基石たり得る結果と考えられ，既に多くの
研究者がこの成果を土台とした研究を開始
している． 
 
(2) 劣 Riemann 多様体に対しては，充分な成
果を上げることはできなかった．Ricci 流に
対しては，Riemann 多様体でのカップリング
の構築法を拡張することで，平行カップリン
グおよび鏡映カップリングの構成と解析に
成功した [5]．証明に用いた，時間依存計量
下での測地的ランダムウォークによるブラ
ウン運動の近似(不変原理)自体も，興味深い
成果と言える．その評価を土台に，通常の距
離に基づく Wasserstein 距離だけではなく，
Perelman の導入した L 距離が定める



Wasserstein 型距離に対しても同様の評価を
導くことができた[7]．既存の最適輸送に基づ
く結果を復元したのみならず，確率論的アプ
ローチの利点を生かして、空間のコンパクト
性の過程を弱めることができた．L 距離は
Ricci 流の解析において重要な役割を果たす
量であり，今後一層の研究の進展が望まれる．
また，関連する問題である，Markov 核の作
用に関するWasserstein型距離の評価と微分
評価の双対性に対して，当該方面の基礎理論
を整備・拡張する研究を行った[1]．この成果
は直接 Ricci 流の解析には適用できないが，
ここで利用したアイデアは，今後の Ricci 流
の解析にも適用可能と考えている． 
 
(3) Riemann 多様体上で，時間パラメータに
依存する新たな輸送費用関数を導入し，それ
に基づく熱分布間の最適輸送費用の単調性
が鏡映カップリングの特性に対応すること
を明らかにした[2]．この定式化は，最適輸送
理論の意味で Ricci 曲率が下に有界な空間で
はまだ検証できていないが，その一方でこの
単調性はGromov-Hausdorff収束で不変であ
ることを明らかにした．結果として，
Riemann 多様体の極限に現れる広いクラス
の特異空間上へと，同様の性質を拡張するこ
とができた． 
 また，これらの成果を一般的な枠組みで導
出しようとする過程で，一般のBakry-Emery 
Ricci テンソルに基づく正曲率・有限次元の
曲率次元条件の下で，空間の直径に明示的な
上限が存在すること，および，その上限が実
現されるのは球面に限ることを明らかにし
た[3]．その証明には，標準的に対応する拡散
過程に対する確率解析を用いる．勾配型ベク
トル場に対応する Bakry-Emery Ricci テン
ソルは測度距離空間の枠組みで自然に捉え
ることができるが，一般の場合にはその幾何
学的な意味は明らかになっていない．それに
も関わらず幾何学的な結論が導出されたこ
とは，さらなる深い数学的構造が背後に感じ
られる点で興味深い． 
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