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研究成果の概要（和文）： 流体力学に現れる非線形偏微分方程式として，Navier-Stokes 方程

式と MHD 方程式について研究を行った。MHD 方程式について，3 次元有界単連結領域にお

ける定常流の指数安定性の結果を得た。また，全空間において Navier-Stokes 方程式に対する

処罰法の数学的正当化について考え，処罰法による近似問題の解が真の解へ収束する事を解析

半群の理論を用いて証明した。 
 
研究成果の概要（英文）： We studied the Navier-Stokes equations and MHD equations 
arising from fluid mechanics. On the MHD equations, we obtained a stability theorem of 
exponential type in three-dimensional bounded and simply connected domain. We also 
studied validity of the penalty method for the Navier-Stokes equations in the whole space. 
For such a problem, we obtained a mathematical justification result by method of analytic 
semigroup theory. 
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１．研究開始当初の背景 
 本研究では，研究題目にもあるように境界
条件が導関数を含む場合，即ち Neumann 型
の境界条件を伴う Stokes 作用素に興味があ
った。 
 こうした作用素は MHD 方程式の磁束密度
部分の方程式に対する主要部として，滑り条
件を伴う Navier-Stokes 方程式の主要部とし

て，また極性流体系で流体の渦度と微小粒子
の角速度場が境界上で相互作用を持つ場合
など，流体力学の数学解析の様々な場面に現
れる。 
 関数解析的な手法で，Navier-Stokes 方程
式や MHD 方程式，極性流体方程式等を取り
扱う際にはこうした作用素の性質が重要と
なる。特に，その作用素の分数巾の評価や，
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その作用素が解析半群の生成作用素である
かどうか，最大正則性定理を満たすか，など
である。こうした性質を明らかにすることに
よって，関数解析的な手法で問題の適切性や
定常解の存在とその安定性などが議論でき
るようになる。 
 境界条件に微分を伴う Stokes 作用素に関
しては，粘着条件（斉次 Dirichlet 条件）を
伴う場合とは異なり，領域の位相幾何的性質
が解の一意性に強く関係する。例えば，自由
滑り条件の場合には所謂 Rigid space と呼ば
れる空間を考える必要があり，完全導体壁を
3 次元空間で考える場合には第 1Betti 数が 0
という条件が必要となる。 
 本来は，完全導体壁条件を伴う Stokes 作
用素を中心に，こうした条件がない場合の考
察などを行いたかったが，そこまでは研究が
進展しなかった為，今後の課題としたい。 
 
２．研究の目的 
 Navier-Stokes 方程式や MHD 方程式等の
流体力学に現れる非線形偏微分方程式に対
する Hadamard の意味での適切性や解の漸
近挙動，定常流の安定性を数学解析の立場か
ら示すことが本研究の目的であった。 
 これらの方程式を抽象発展方程式として，
即ち適当な Banach 空間上の常微分方程式と
して捉え直す際には Stokes 作用素と呼ばれ
る作用素を考える必要が生じる。この点が通
常の非線形放物型偏微分方程式と異なる部
分であり，流体の速度場や磁束密度が発散ゼ
ロ条件（ソレノイダル条件）を満たす制限を
受けている事による。Stokes 作用素を用いる
ことで，自動的に発散ゼロ条件を満たすよう
な関数空間で解を探すことになる。また，同
時に方程式から圧力項のようなスカラー関
数の勾配によって表現された項を見かけ上
消去することが可能である。 
 繰り返しになるが，本研究では境界条件が
導関数を含む場合のNeumann型の境界条件
を伴う Stokes 作用素に興味があった。こう
した作用素は応用上様々な場面に登場する
ことは研究開始当初の背景で述べた通りで
ある。 
 また，当初の研究計画に加えて，これらの
流体の方程式に対する処罰法の数学的正当
化についての研究を開始した。非圧縮性粘性
流体の運動方程式では圧力場が時間発展の
構造を持たないことが，困難の一つとなる。
これは数学解析においても数値解析におい
ても共通の難しさである。 
 Navier-Stokes 方程式を数値的に取り扱う
際に，圧力項が時間発展をしないことが難し
さを招く事は既に述べた。数値解析では圧力
項を消去する方法として，各種の方法が考え
られているが，Temam（1968）による処罰法
もそうした方法の一つである。これは微小パ

ラメータ（処罰パラメータ）を用いて，非圧
縮条件を速度場と圧力の間での関係式に取
り替えるものであり，形式的には処罰パラメ
ータの極限として元の非圧縮条件が回復さ
れる。しかし，それはあくまでも形式的な議
論に過ぎず，数学的な正当化が必要である。
研究開始当初まで，有界領域における処罰法
の正当化に関しては Temam（1968）や J. 
Shen(1995)等の結果が知られていたものの，
筆者の知る限りにおいては非有界領域での
成果は知られていなかった。一方で，流体力
学の立場からは非有界領域での流れの解析
が重要である。そうした状況を鑑み，本研究
では非有界領域上での処罰法の正当化を目
指して，全空間における初期値問題の正当化
から研究を開始した。なお，境界を伴う問題
を考える際には，元の問題の境界条件が粘着
条件であったとしても，処罰法の適用によっ
て境界条件として微分を伴う Stokes 作用素
を考える必要が生じる場合がある。 
 
３．研究の方法 
 本研究では関数解析的な手法と半群理論
を主な道具として研究を行った。これらは非
線形偏微分方程式の解析手法としては標準
的なものである。 
(1) MHD方程式については通常の Stokes作用

素を完全導体壁と呼ばれる Neumann型の
境界条件を伴う Stokes作用素を用いて，
定常問題を抽象的な表現へ書きなおし，
定常解の一意存在定理を示し，更に定常
解の周りでの線形化作用素の生成する
半群の性質を調べることで定常解の安
定性について議論した。 

(2)  処罰法の正当化については，最終的な
目標は各種の非有界領域で正当性を証
明することであるが，本研究ではその為
の出発点として境界を伴わない全空間
の問題を考えた。処罰法を用いて，近似
問題を流束のみの問題へ書き直す。この
とき，得られる近似問題の解は処罰法の
パラメータに依存する。そこで，線形化
問題のモデル問題である熱方程式の解
に対するパラメータ込みの評価を用い
ることで，解のパラメータ依存性を測る
事が可能となる。 
 全空間における Helmholtz射影を用い
ることで，近似問題は非圧縮部分とそう
でない部分へ分解される。特に，線形化
問題（Stokes方程式）の場合は，いずれ
も熱方程式と本質的に同じである為，上
で述べた熱方程式の解の評価を用いる
ことで解の時間に関する原点付近での
特異性や無限遠方での減衰，パラメータ
に関する減衰の度合いは所謂 Lp-Lqタイ
プの評価より導かれる。但し，圧力項を
評価し直す際には Lp-Lq評価だけではパ



ラメータの減衰オーダーが足りない。そ
こで，ヘルムホルツ射影の特徴付けへ戻
り，density argumentを用いて足りない
部分を評価した。 
 非線形問題については，線形化問題の
解の評価を用いて関数解析的な方法に
より解を構成し，パラメータに関する減
衰を導いた。但し，ここで考えた解は小
さい時間大域解または時間局所解のみ
であり，任意の大きさの初期値に対する
時間大域的な解については考えていな
い。 

 
４．研究成果 
(1) MHD方程式の安定性について 

 最初に定常解の一意存在を証明した。
定常問題を Stokes 作用素によって関数
空間上の問題へ書き直す。このとき，こ
のとき，領域の有界性と Stokes 作用素
の性質から問題は不動点型の問題へ帰
着される。従って，不動点定理が適用出
来るように評価を進めればよい。 
 通常の Stokes作用素については，Giga 
and Miyakawa（1985）等により，その分
数巾の評価は知られている。また，完全
導体壁を伴う Stokes 作用素について同
様の分数巾の評価を導き，Banach の不動
点定理を用いて定常流の一意存在を証
明した。但し，流体の粘性係数が大きく，
伝導度が小さいという条件を課した。こ
れは電磁流体の運動が比較的穏やかな
状況を考えた事に対応する。 
 次に，得られた定常流の安定性につい
て，指数安定性の結果を得た。定常解の
周囲で問題を線形化し，得られる線形化
作用素の性質を調べた。これは低階部分
については変数係数を伴う作用素であ
るが，主要部については定数係数である。
従って，上で考えた Stokes 作用素から
の摂動として扱うことが可能になる。定
常流が必要に応じて小さいという過程
の下で，線形化作用素は解析半群の生成
素であり，かつ熱伝導方程式の解などと
同様の Lp-Lq型評価を満たすことが示さ
れる。また，領域の有界生から時間無限
大の減衰オーダーは指数関数的である
ことが従う。 
 時間発展問題を定常解からの初期摂
動問題として定式化しなおし，この初期
摂動問題の時間大域解の存在と解の減
衰を調べることで安定性を結論できる。
線形化作用素の生成する半群の性質を
利用すれば，Kato（1984）等と類似の方
法により，初期摂動が小さい場合の時間
大域解の存在と解の指数減衰を得る。こ
れにより安定性が証明される。得られた
成果に関しては，細部の検証を行い，現

在論文の投稿を準備しているところで
ある。 

 
(2) Navier-Stokes 方程式に対する処罰法の

正当化について 
 研究の目的の項でも述べたように，こ
れまで非有界領域における処罰法の数
学的正当化については研究成果が得ら
れていなかった。 
 本研究では非有界領域上の研究の出
発点として全空間における初期値問題
を考えた。 
 処罰法を用いると，Navier-Stokes 方
程式より，速度場のみを未知関数にもつ
近似問題を得る。この問題の線形化問題
の解の評価が最初の問題となるが，
Helmholtz 射影を用いることで，速度場
については拡散係数が 1（=粘性係数。元
の問題でも粘性係数は 1としている為）
の熱伝導方程式となり，スカラーポテン
シャル部分については拡散係数が 1+処
罰法のパラメータの熱伝導方程式とな
る。従って，熱伝導方程式の解に対する
Lp-Lq 評価を用いればこれらの解を評価
する事が出来る。但し，ここで重要な事
はこうした評価をパラメータ込みで行
うことである。 
 この Lp-Lq 評価により Stokes 流に関
しては概ね処罰法は正当化されるが，初
期速度場と解の属する関数空間が同じ
である場合や圧力項については評価が
不十分である。そこで，スカラーポテン
シャルの部分は Helmholtz射影に立ち戻
り，考察をやりなおす。ベクトル場がス
カラー関数の勾配として表現されてい
て，尚且つスカラー関数はオーダー1 の
斉次 Sobolev空間に属する事を用いれば，
評価を良くする事が出来る。この事実と
半群の性質からパラメータに関する減
衰レートを 1/2だけ良くすることが出来，
Stokes 流に関しては処罰法が正当化さ
れる。 
 Navier-Stokes 方程式系についても同
様に Helmholtz 射影を用いて，問題を再
定式化する。これにより，近似問題は連
立の非線形発展方程式系となる。この発
展方程式系を積分方程式系へ書き直し，
不動点定理を用いて解の存在と一意性
について議論を行った。この部分自体は
標準的である。線形化問題の解の性質か
ら，処罰法のパラメータへの依存度合い
を評価する事が出来る。これにより，速
度場とその空間 1階微分に関しては，パ
ラメータ極限として元の問題の対応す
る解へ収束する事が証明された。但し，
現時点では圧力項までは評価できてい
ない。この結果については，数理解析研



究所講究録へ部分的に公表した。現在，
査読付きの雑誌への投稿を準備してい
るところである。 
 更に各種の非有界領域での解析を行
う為に，全空間での Stokes 方程式のリ
ゾルヴェント問題について処罰法を適
用した場合についての考察も行った。こ
の際，初期値問題と同様に Helmholtz射
影を用いることで問題は非圧縮部分と
そうでない部分の問題に分解される。い
ずれも Helmholtz方程式と類似のもので
あるから，基本解は第 2 種変形 Bessel
関数によって表現される。この基本解を
評価する事で，全空間でのリゾルヴェン
ト問題についても処罰法の正当化を証
明した。この成果についても論文を準備
しているところである。 
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