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研究成果の概要（和文）：量子力学系のスペクトルを解析した。この研究のメインの結果は1個の準相対論的な荷電粒
子が光と相互作用する系のハミルトニアンの基底状態エネルギーを解析したものであり。適切な条件のもとでこの系の
イオン化エネルギーが真に正であることを証明した。また，量子系に対するエルゴード性やリュービルの定理，非可換
調和振動子のエネルギー固有値の一意性やその交差，階数1の摂動を持つ離散シュレディンガー作用素のスペクトルの
解析を行った。

研究成果の概要（英文）：The spectrum of various quantum systems are analyzed. The main result of this rese
arch is the analysis of the quantum system of a charged particle interacting with a quantized radiation fi
eld. It is proved that the ionization energy of the system is strictly positive. Moreover, we made a study
 of the ergodicity and the Liouville's theorem for a quantum dynamics, the uniqueness or crossing property
 of eigenvalues of the non-commutative harmonic oscillators, spectral analysis of the discrete Schrodinger
 with rank one perturbation.
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１．研究開始当初の背景 
フェルミ場と量子ボース場の相互作用系の
典型例である量子電磁力学（QED）において
は，フェルミ場は荷電粒子，ボース場は光（量
子電磁場）を記述する。このような量子場の
モデルの数学的研究は，これまでは，主に
Pauli-Fierz 模型と呼ばれる粒子を非相対論
的に取り扱うモデルに対して行われてきた。
これは，QED の近似のモデルの一つである。
このモデルのハミルトニアンをヒルベルト
空間に作用する自己共役作用素として定義
することが可能であり，それのスペクトルが
様々な方法により研究されてきた。そして，
2000 年前後に基底状態の存在，共鳴極の存在
などが証明された。物理的には，基底状態の
存在は原子の安定性を意味し，共鳴極の存在
は非摂動はミルトニアンの固有値の不安定
性を意味する。他にも，散乱理論などが研究
され，少しずつ研究は進展してきた。そこで，
次に興味の対象となったのが，Pauli-Fierz
モデルにおいて，電子を相対論的シュレディ
ンガー作用素に置き換えて作られる準相対
論的 Pauli-Fierz モデルである。このモデル
のスペクトルの研究は，近年始まったばかり
であり，Pauli-Fierz モデルに対して，開発
された解析手法や，得られた結果がどこまで
このモデルに対して適用可能かを示すこと
が当時の課題の一つであった。特に，基底状
態の存在を証明すること及び散乱理論を構
成することは重要な問題であった。 
 
２．研究の目的 
相対論的シュレディンガー作用素で記述さ
れる粒子と，量子電磁場の相互作用系である
準相対論的 Pauli-Fierz モデルのハミルトニ
アンのスペクトルを研究することが主な目
的である。この模型では，非相対論的なモデ
ルとは異なり，粒子も光も光速度を超えない
ため，Pauli-Fierz モデルとは異なる性質が表
れることが期待される。特に，チェレンコフ
放射のような現象は起こらないと考えられ
るので，光と自由荷電粒子が作る安定状態が
すべての運動量で存在すると予想されてい
る。しかし準相対論的 Pauli-Fierz モデルの
解析はまだ始まったばかりであり，当面は，
Pauli-Fierz モデルと同様の解析を行うこと
ができるのかどうかが課題となる。最初の目
標は，固定された核子によるポテンシャルを
導入したときに，粒子と光との束縛状態が基
底状態として現れるかどうかを調べる事で
あった。このモデルの難しさはハミルトニア
ンが作用素の平方根を含むことであり，その
ような作用素に対する解析手法を新たに開
発すること自体も研究の目的となる。 
 
３．研究の方法 
（１）Pauli-Fierz モデルに対して開発され
た Pull-through 公式や局在評価の不等式が
準相対論的Pauli-Fierzモデルに対して成り
立つかどうか調査した。核子による引力ポテ

ンシャルを入れたときに基底状態のエネル
ギーが真に減少するという不等式の証明を
試みた。このタイプの不等式は束縛条件と呼
ばれており，基底状態の存在を証明するため
に利用できる可能性がある。また，荷電粒子
が多数存在する系に対しても束縛条件が成
り立つかどうかを調査した。 
（２）Levy 過程を用いて光子に仮想的な質量
を持たせた系の基底状態の解析を行った。特
に，Levy 過程を用いて基底状態に対する
Carmona 型の指数減衰の証明が示せるかどう
かを調査した。 
（３）Pauli-Fierz モデルで開発された手法
を，その他の量子系へ応用した。具体的には，
非可換調和振動子と呼ばれている量子系の
基底状態の解析のために，Pull-through 公式
を適用した。また，非可換調和振動子のスペ
クトルに対する数値計算法について取り組
んだ。 
（４）その他，上述の準相対論的 Pauli-Fierz
モデルの解析が困難になったので，その周辺
分野であるシュレディンガー作用素のスペ
クトル解析や量子系のダイナミクスの一般
論などを研究した。 
 
 
４．研究成果 
（1） 1 粒子の準相対論的 Pauli-Fierz モデ
ルに対する束縛条件を証明した。具体的には，
粒子系のハミルトニアン，すなわち核子によ
るポテンシャル V(x)を持つ相対論的シュレ
ディンガー作用素が負エネルギーの基底状
態を持つと仮定したとき，準相対論的
Pauli-Fierz モデルの基底状態のエネルギー
は，ポテンシャル Vが 0のときに比べて，粒
子系の基底状態のエネルギー分以上に下が
る事を証明した。この結果は，九州大学の廣
島文生氏の協力を得て研究を行い証明され
た(下記の論文 1)。 
（2）量子系のダイナミクスについてポアン
カレの再帰定理およびリュービルの定理を
考察した（乙部厳己氏（信州大学）との協力
による研究，下記の論文 2）。カントール集合
のようなスペクトルを持つハミルトニアン
については，任意の状態に対して力学系の再
帰性が成り立たないことを証明した。また，
ハミルトニアンが純点スペクトルを持ち，固
有値の多重度が有限な場合に，ヒルベルト空
間上にガウス測度を構成し，時間発展の測度
論的な性質を議論した。そこでは，エルゴー
ド性やリュービルの定理と類似の定理が成
り立つ事を示した。 
（3）d次元格子上の離散シュレディンガー作
用素で，原点だけで値を持つようなポテンシ
ャルを持つもののスペクトルを考察した(下
記の論文 3)。その作用素は[-1,1]に絶対連続
スペクトルを持つが，ポテンシャルの値があ
る具体的な臨界値を超えるときに固有値が
絶対連続スペクトルの外側に現れることを
証明した。さらに，ポテンシャルの値がちょ



うど臨界値にあるときには5次元以上では埋
蔵固有値が現れ，4 次元以下では埋蔵固有値
は現れないことを証明した。この研究は，廣
島文生氏（九州大学），白井朋之氏（九州大
学），鈴木章斗氏（信州大学）らの協力を得
て研究を行った。 
（4）非可換調和振動子と呼ばれる 1 次元量
子系のハミルトニアンを考察し，その基底状
態の多重度に対する不等式を得た。具体的に
は，量子場の解析に対して開発されていた
Pull-through 公式を非可換調和振動子の基
底状態に対して適用する事によりその基底
状態での個数作用素の期待値を上から評価
することにより，あるパラメーターの範囲で
は基底状態は一意であることを証明した。こ
の結果は，廣島文生氏（九州大学）の協力を
得て研究を行った。 
（5）非可換調和振動子基底状態は自明な縮
退を除いて一意であることをすべての結合
定数に対して証明した。これにより，非可換
調和振動子が導入されて以来，十数年間の未
解決問題が解決された。さらにハミルトニア
ンは 4 つの Jacobi 行列の直和に分解できる
ことを示し，Jacobi 行列の固有値は縮退しな
いことと固有値の連続性から，非可換調和振
動子の固有値の交差は異なる Jacobi 行列の
固有値の交差であることを証明した。さらに，
固有値に対する信頼できる計算法を確立し
た。 
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