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研究成果の概要（和文）：結晶のスパイラル成長理論における、曲率流方程式にしたがって運動する渦巻状ステップの
等高線方程式の数学および数値解析を行った。複数の渦巻状ステップの異方的成長による綾織り模様の数理モデル構築
とその数値計算実験、渦巻状ステップの束が安定であることの数学的証明、単独および複数の渦巻状ステップによる結
晶表面の成長速度の評価とその数値計算実験による検証、結晶表面が成長しないと言われる渦巻状ステップの逆回転対
において不連続関数による定常解の構成、解のリプシッツ連続性に関する評価などの結果を得た。界面現象の研究の応
用で、拡散方程式を用いたデータ分類法を構築した。

研究成果の概要（英文）：A level set method for evolving spirals by an eikonal-curvature equation on a crys
tal surface is studied. A level set equation for interlaced spiral is proposed and examined numerically. T
he stability of a bunch of spirals evolving with an eikonal-curvature equation is obtained. Growth rate of
 the crystal surface by a single or multiple spiral steps are estimated and examined numerically. Stationa
ry solution to the level set equation with the situation of an inactive pair is obtained. A priori estimat
e for Lipschitz continuity of solutions to an approximating equation of the level set equation is obtained
. A diffusion method for data separation is proposed as an application of the infinite propagation propert
y on the heat equation.

研究分野：

科研費の分科・細目：

数物系科学

キーワード： 界面の発展方程式　等高線法　曲率流方程式　粘性解　結晶成長　退化放物型方程式　反応拡散方程式

数学, 大域解析学



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
研究代表者は本研究開始前において、結晶の
スパイラル成長を表す数理モデルの数学解
析を行ってきた。スパイラル成長においては
結晶表面上に存在する渦巻状のステップが
結晶表面を成長させる重要な役割を担う。ス
テップは曲率流方程式にしたがって運動す
るとされ、中心が複数ある場合には複数のス
テップが互いに衝突するなどして複雑かつ
特異的な挙動を示す。研究代表者はこの問題
に対し、渦巻曲線が表せるように改良した等
高線法で表現し数理モデルを構築した。その
数学解析により等高線方程式の可解性や解
の一意性、等高線法により得られた曲線の一
意性や比較定理などを示し、渦巻曲線の等高
線法に対する基本的な数学的理論の構築を
行った。ただしこの数理モデルは結晶成長理
論においてもっとも基本的かつ単純な成長
モデルを基にしており、実際の結晶成長実験
等で見られる複雑なステップの運動を含ん
でいない。また、それまでの問題意識におい
てはステップの運動など表面上で起こる現
象に集中し、実際にステップの運動が結晶表
面の成長にどのような影響を与えるかとい
う問題には十分な考察がされていなかった。
スパイラル成長の従来の研究では単独のス
テップによる回転から結晶表面の成長速度
を計算するなど状況が限定的かつ理想的な
問題での結果が存在するのみであった。 
 
２． 研究の目的 
本研究の目的は界面や結晶表面上のステッ
プの運動において、一つの系に複数のダイナ
ミクスが組み合わされ顕在化する現象を数
理モデル化し、解析する手法を確立すること
であった。そのような現象の具体例として、
本研究では結晶表面上のステップの運動の
バンチング現象、綾織り模様の形成、中空孔
の形成現象を中心に考察し、その数理モデル
化と数値計算実験および数学解析を行う。バ
ンチング現象とは結晶表面における分子の
濃度場の影響でステップ列が集中または拡
散する現象である。綾織り模様は結晶格子が
層ごとに異なる異方性を持つことからその
速度差によってステップが集中するなどし
て本来の異方性とは異なる異方的模様を形
成する現象である。中空孔は渦巻状ステップ
が形成されるための結晶格子のズレである
らせん転位について、そのズレの量が大きい
場合にその周辺部分は成長しても中心付近
でステップが逆進して孔が形成される問題
である。これらの問題に共通する現象として
ステップの集中と拡散、とくにステップが集
中する箇所においては本来の運動方程式と
は異なるダイナミクスでステップが動くよ
うに見える点である。本研究ではこれらのよ
うな、複数のダイナミクスの組み合わせから
新たなステップのダイナミクスが現れる現
象について数学的および数値解析的研究に
必要な概念および理論の整備を行い、現象の

解析手法を確立することを目的とする。 
 
３． 研究の方法 
本研究で考察する各問題について、渦巻状ス
テップ列もしくは並行ステップ列の適切な
定式化手法を含む数理モデルの構築を行う。
現象はステップ列の衝突や押し合い等の特
異的挙動を示すため、これらの問題を含んで
問題を定式化できる等高線法や、相転移現象
の視点を用いた Allen-Cahn 型方程式などの
数 理 モ デ ル か ら 構 築 を 考 え る 。 ま た
Allen-Cahn 型方程式による数理モデルでは
いくつか先行研究があるため、これの漸近展
開などによる界面の運動方程式の導出手法
等を研究する。研究の方法としては先行研究
の精査の他、現象の理解については結晶成長
の理論および実験研究の研究者とのディス
カッションを行う。等高線法や Allen-Cahn
型方程式による問題の定式化においてはこ
れらの数学手法の研究者らとディスカッシ
ョンを行っていく。 
研究で構築した数理モデルについては、数値
計算実験と数学解析を相互に利用して現象
の解析を進める。まずは得られた数理モデル
の数値計算実験を行い、先行研究等で得られ
ている既知現象や予想などの再現実験を行
う。それと同時に、単純な状況下での理論的
研究で得られている結果や数理モデルのあ
るパラメータによって現象の発生・非発生が
変化する現象を利用して、とくに現象の発
生・非発生を分ける臨界値付近での数値計算
実験により数理モデルの妥当性を検証する。
その上で数学解析により各現象の研究を行
う。 
 
４． 研究成果 
以上の研究によって得られた成果は、大きく
分類して次の 7つに分類される。 
 
(1) 簡易的な綾織り模様の数理モデル 
等高線法の先行研究において、相異なる等高
線にそれぞれ異なる運動方程式を、二つの等
高線方程式の補間により与える方法が提案
されている。そこで本研究ではこの方法を渦
巻状ステップに対する等高線法に応用して、
実際に綾織り模様を形成する数理モデルを
構築した。 
この方法の数値計算実験にあたっては、本来
の等高線方程式の意味からは曲線の追い越
しが発生し、等高線方程式の解がオーバーハ
ングを起こす可能性を示唆している。この現
象は保存則の方程式における衝撃波の問題
と本質的には同じである。参考にした先行研
究ではこの問題を回避するために、適正粘性
解理論に基づいて方程式を3次元空間の等高
面方程式に拡張し、さらに垂直方向にかかる
特異拡散項を導入してオーバーハングを防
いでいる。本研究ではそこまでには至らず、
拡散項の付与や二つの方程式の補間に用い
るカットオフ関数の平滑化によってオーバ



ーハングが防げることを数値的に示した。今
後は3次元等高面方程式による渦巻状ステッ
プの定式化に問題を展開したいと考える。 

 
(2) 結晶表面の成長速度に関する研究 
渦巻状ステップの運動を表す数理モデルに
いて、これまでの研究では結晶表面を再構築
する方法、そして再構築された結晶表面から
成長高度および成長速度を計算する方法が
導入されていなかった。そこでこれらを計算
する方法について研究を行った。 
本研究と異なるアイデアに基づく渦巻状ス
テップの等高線法では、線形弾性体理論から
結晶表面がみたす微分方程式を導出し、それ
に適当な境界条件を与え数値的に解いて結
晶表面を再構築している。 
本研究では結晶表面がみたす微分方程式に
ついて、実は渦巻状ステップの中心を原点と
する偏角の関数の、不連続点をステップの曲
線上のみとして、不連続性のジャンプの高さ
がちょうどステップの高さになる関数がそ
の解になることを発見した。そこで表面の高
さ関数がみたす境界値問題を解く代わりに、
等高線方程式の解からその関数を直接的に
構成する方法を導入した。これにより結晶表
面を再構築することが容易になった。 
さらにこの方法について、単独の渦巻状ステ
ップによる結晶表面の成長速度について、先
行研究の結果に基づいて数値計算実験の検
証研究を行った。単独の渦巻状ステップによ
る結晶表面の成長速度は、他者の先行研究に
おいて渦巻状ステップを定常回転する渦巻
曲線で近似し、常微分方程式による数理モデ
ルを導出して研究されている。その先行研究
において数値計算実験から得られた結果と、
本研究における等高線法から計算された成
長速度がほぼ一致すること、また数値計算用
の格子点を高精細化することによる誤差の
縮小指数が十分大きな正値である結果を得
た。 
 
(3) 一つのらせん転位より現れる複数の渦

巻状ステップの挙動 
ステップのバンチング現象からの問題で、も
ともと束にされた渦巻状ステップが拡散す
るか否かについて考察した。この研究はバン
チング現象によって形成される束が維持で
きるか否かと同時に、結晶成長理論の基本的
なステップの運動方程式で単位高さと異な
る高さのステップが結晶表面に存在できる
かを考える問題でもある。 
この問題について、本研究ではある渦巻曲線
とその微小回転によって形成される帯状領
域に含まれる渦巻状ステップの束は、その帯
状領域を形成した曲線を初期値として同じ
運動方程式で運動する渦巻曲線の、同じ微小
回転角で形成される帯状領域の中にすべて
含まれることを証明した。証明は曲線の内部
および外部集合の比較定理による。 
実はこの結果は、Allen-Cahn 型方程式にて同
じ状況を考えたときの渦巻状ステップの挙
動に関する先行研究と異なる結果である。そ
の研究によると、Allen-Cahn 型方程式では m
本のステップの束は1/m回回転対称性をもつ
模様の定常回転に収束する、すなわち束は拡
散してしまうことを示している。Allen-Cahn
型方程式の特異極限から本研究で考察する
等高線方程式が導出されることが知られて
いるが、この結果はその近似が時間局所的に
なる可能性を示唆している。 
 
(4) 共回転対における結晶表面の成長速度

および共回転対の臨界距離 
同じ回転方向をもつ渦巻状ステップの対を
考える。先行研究ではこの対による結晶表面
の成長速度について、対が十分離れていると
きには単独の渦巻状ステップによる成長速
度とほぼ同じであり、対を限りなく近づける
と単独の場合の2倍になると予想されていた。
単独の場合より本質的に速い成長速度を与
える対を共回転対と呼ぶ。先行研究において、
渦巻状ステップの粗い近似から共回転対と
なる臨界距離が計算されていた。他方、共回
転対における結晶表面の成長速度は評価さ
れていなかった。 
そこで本研究ではこの共回転対における成
長速度の評価を行い、これを数値計算実験で
検証した。本研究で与えた成長速度の評価は、
行った数値計算実験の範囲で相対誤差 7%以
内となる結果を得た。さらに、その数値計算
実験から先行研究における共回転対の臨界
距離に本質的なずれがあることを発見し、成
長速度の評価式から導入した新たな臨界距
離が数値計算実験から妥当であるという結
果を得た。 
 
(5) インアクティブペアにおける定常解お

よび成長上限の存在 
逆の回転方向をもつ渦巻状ステップの対に
ついて、その中心間の距離が、結晶成長理論
における二次元核生成の臨界曲率半径の2倍
より近いとき、その対はインアクティブペア
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と呼ばれる。この対は結晶表面の成長になん
ら寄与しないと考えられている。 
本研究では等高線方程式においてインアク
ティブペアが結晶表面に存在する状況を考
察し、このときは定常解が存在することを証
明した。ステップの法速度を与える運動方程
式から考えると、臨界曲率半径をちょうど半
径とする円はすべての点で法速度が0になる
ため、定常曲線になると考えられる。したが
って対の距離が臨界曲率半径の2倍より近い
場合はその定常円の一部で中心を結ぶこと
ができるため、その曲線を表す定常解が存在
すると考えられる。 
しかし等高線方程式においては、その定常曲
線を表す解が連続関数の範囲では存在しな
いことが予想されている。これは数値計算実
験における結果で、インアクティブペアの場
合は曲線がその定常曲線に収束する様子が
見られ、したがって連続関数で定常曲線を表
現すると比較原理によりすべての等高線が
定常曲線まで移動して制止すると予想され
る。連続関数の定常解の存在はこの挙動と矛
盾する。 
そこで本研究では粘性解の定義に則り、不連
続関数でこの定常曲線を表現する定常解を
構成した。これと不連続関数の初期値に拡張
された比較定理により、結晶表面の成長硬度
に上限が存在することが証明できた。 
次に数値計算実験において表面の高さ関数
を用いて成長する曲線と定常曲線で囲まれ
た図形の面積を計算し、定常曲線と成長した
曲線の静止位置との誤差を調べた。その結果、
数値計算用の格子点の高精細化による誤差
の縮小の指数がある正値以上になる結果を
得た。これにより、インアクティブペアにお
ける渦巻状ステップの挙動は定常曲線の位
置まで成長して静止すると予想される。 
 
(6) 渦巻状ステップの運動に対する等高線

方程式の解のリプシッツ連続性 
本研究では渦巻状ステップに対する等高線
方程式の解のリプシッツ連続性について研
究を行った。解のリプシッツ連続性は数値計
算実験の安定性に影響を与える性質であり、
他方バンチング現象から見れば同じ運動方
向のステップがある程度までは接近しても
完全には接触しない、すなわちバンチングは
発生しないことを示す結果である。 
本研究では渦巻状ステップの等高線方程式
を近似する放物型の近似方程式について、そ
のリプシッツ定数に関するアプリオリ評価
と、近似パラメータに対する解の一様有界性
および同程度連続性を証明した。この結果は、
近似方程式の解がもとの方程式の解を近似
していること、かつ近似方程式の解の評価で
極限の解のリプシッツ連続性を示す、という
観点から行った研究である。他者による同様
の手法の先行研究では、凸の有界領域におけ
る問題でリプシッツ定数のアプリオリ評価
を導出し、一様有界性および同程度連続性に

ついて初期値の2階偏導関数の有界性に依存
する評価で証明を行っていた。本研究ではこ
の問題を非凸領域で考察し、リプシッツ定数
の評価については指数増大するものの有限
時間では有界であることを示した。一様有界
性および同程度連続性は証明法を改良する
ことで初期値のリプシッツ定数にのみ依存
する証明に改めることができた。 
 
(7) 拡散符号によるデータ分類法 
Allen-Cahn 型方程式における相分離現象の
研究を進めていくうちに、これを機械学習理
論のデータ分類問題へと応用できることを
発見した。さらに、それは拡散方程式の解の
無限伝搬性で実現できることを発見した。 
データ分類問題とは、すべてのデータがある
グループに属す物とそうでないものに分類
できるが、双方の一部のみしか解らないとき
にどのようにそのグループとそうでないも
のの境界を定めるか、という問題で、文字の
手書き入力やパターン認識、画像の分割問題
に現れる問題である。従来の方法としてサポ
ートベクターマシンと呼ばれる分類器が知
られているが、これは線形クラス分類器と呼
ばれ、もともと既知のデータが超平面で分割
できるときに利用できるものである。現在で
はそうでないデータへの拡張もなされてい
るが、計算が複雑になるという問題がある。 
そこで本研究では既知データでそのグルー
プに属す点を+1, そうでない点を-1、それ以
外をすべて0とした関数を初期値として熱方
程式を解き、そのゼロ等高線を境界線とする
方法を提案した。この方法は拡散方程式の解
の無限伝搬性によるもので、したがって熱方
程式を解く時間の範囲は短ければ短いほど
よい。数学的には解の符号の、時間パラメー
タを 0 に近づけた極限を考える(これを拡散
符号と呼ぶ)。拡散符号が 1,-1,0 になる点の
集合をそれぞれそのグループに属す点の集
合、そうでない点の集合、グループの境界線
としてデータを分類する。この研究では以上
の方法について数学的理論の研究を行った。 

まず拡散符号が well-defined にならない初
期値の例を構成し、well-defined になる十分
条件を与えた。次に、上記の方法は離散的な
データについて、数値計算では問題ないが数
学的には解が恒等的に 0 になるため+1,-1 と
する集合をそれぞれ拡張する必要がある。本
研究では、立方体の和集合の特性関数で定義

図 2 拡散符号によるデータ分類法のシミ

ュレーション 



さ れ た 初 期 値 に 対 し 拡 散 符 号 が
well-defined になることを示した。また先行
研究で変分問題によるデータ分類法が考え
られていたのでそれらの手法との共通性お
よび相違点を示した。最後に、拡散符号によ
り現れる各集合について既知データからの
本質的距離によって特徴付けを行った。 
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