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研究成果の概要（和文）：2010～2011年度にかけては，形式主義と直観主義の比較再検討とい
うテーマの元，論理学（数学基礎論）・哲学の両面から研究を行った．主な数学的成果としては，

スタンフォード大学 G.ミンツ教授との共同研究により，ブフホルツのΩ規則の完全カット消去
定理という未解決問題を解いた．主な哲学的成果としては，非可述性の分析という観点から証

明論のこれまでの歴史を振り返り考察を行い，今後の課題を提示した． 
 
研究成果の概要（英文）：We investigated the relationship between formalism and 
intuitionism from the view points of mathematical logic and philosophy. In the joint 
mathematical work with G.Mints (Stanford University), the complete cut-elimination 
theorem for Omega-rule, which had been an open problem, is proved. In the philosophical 
work, we analysed the history of proof theory from the viewpoint of ``analysis of 
impredicativity” and presented some issues to be addressed. 
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１．研究開始当初の背景 
 
 形式主義は，２０世紀初頭に数学者D.ヒル
ベルトによって提唱された，論理主義・直観
主義に並ぶ数学の哲学上の立場であり，それ
を実行するために証明論という論理学の分
野がつくられた．そして，形式主義の目的と
は，数学全体を形式化しその無矛盾性を有限
の立場で証明することにより数学を基礎付
けよう，というすぐれて哲学的なものであっ

た． 
 しかしながら，ゲーデルの不完全性定理
（1931 年）によってヒルベルトの計画が実
行不可能であると受け入れられた後，形式主
義（証明論）は純粋な数学として非常に発達
した．特に，G.ゲンツェンが算術の無矛盾性
を証明する（1936，1938 年）ために，最初
のε数までの超限帰納法を用いて以降，この
ような傾向は非常に強くなった．ゲンツェン
は，三段論法が不要であることを主張するカ
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ット消去定理を証明することによって算術
の無矛盾性を証明したが，これは証明論の基
本定理であり最重要定理である．ゲンツェン
以後も，証明論の中心はこのカット消去定理
を証明することにあった．ゲンツェン以後，
日本では竹内外史によって証明論は高階論
理（解析）へと拡張された．竹内は，”ordinal 
diagram”という理解が非常に難しい順序数
の道具立てを導入し様々な成果を得た．特に，
この順序数を用いて，解析学の部分体系の無
矛盾証明を与えた．しかしながら，その理解
は非常に難しい．そして，竹内らによる仕事
の後，証明論はドイツ（シュッテ学派、ブフ
ホルツ、ポーラーズ、ラティエン他），そし
て日本の新井敏康らによって解析学や集合
論のさらに強い体系へと発展させられたが，
以前として順序数を用いているため，事情は
変わらなかった．このような数学的な発展と
は裏腹に，証明論が本来もっていた哲学的意
義を問う研究は少なくなっていった．形式主
義的証明論は，非可述性の分析を行っている
としばしば言われるものの，肝心の道具立て
（証明論的順序数）が難しいために，例えば，
なにをもってなにが分析されているのか，の
理解が非常に難しい．さらにいえば，この証
明論的順序数という複雑な道具のために，基
本的な数学的なアイディアの理解さえ難し
かった． 
 
２．研究の目的 
 
 本研究は，形式主義の哲学的意義の解明を
最終目標とする．前述のように，証明論は順
序数という複雑な道具立てを用いているた
め理解が非常に難しい．そこで，数学的な目
的としては，第一にこのような順序数を用い
ない証明論を構築する必要がある．前述のよ
うに，証明論の主要定理はカット消去定理と
呼ばれ，三段論法が不要なことを主張する．
証明論において，カット消去定理を証明する
ためにしばしば順序数が用いられるため，こ
のような道具立てを用いない証明論を構築
したい． 
特に，カット消去プロセスを記述する際，
そしてそれが止まることを示す際順序数を
用いない形で理論を構築することを目指す．
そしてまた，順序数を用いずに証明論がどこ
まで展開できるかと考察することで，翻って，
証明論的順序数の意義，必要性についてもさ
らに解明されることを目標とする．また，以
下で述べるように，申請者による手法はΩ規
則という直観主義的な背景をもっているも
のであるために，この数学的研究を通じて，
形式主義と直観主義を比較したい．特に，ど
こまの強い理論であれば，（カット消去定理
という）形式主義に基づく結果をΩ規則（と
いう直観主義的手法）で置き換えられるのか

を考察したい． 
 第二，このような豊かな数学的成果を背景
に，数学として発展した証明論の実践からな
んらかの概念的な意味を読み取り，形式主義
の哲学的意義の解明を目指す．特に，「非可
述性の分析」という観点から，申請者の成果
も含めた証明論の歴史を振り返り，これから
の数学の哲学において問われるべき問題を
設定すること，そしてその問題にとりかかる
基盤を作ることを目指す．順序数を用いない
証明論はしばしば直観主義的手法を用いて
いるため，この作業を通じて，直観主義と形
式主義の関係の再考への基盤としたい．また，
なぜ証明論的順序数の理解が何故難しいの
かについても明らかにしたい．単に数学的に
複雑というだけではなく，尺度としての難し
さを指摘する．そして，これらの論点を，国
内・海外の証明論の専門家だけにではなく，
哲学のコミュニティに向けて発信し，伝える
ことも目指す．これにより，数学／論理学／
哲学の垣根を超えた学際的で国際的なコミ
ュニケーションを盛んにするようなネット
ワークの構築も目的の一つである． 
 より歴史的な研究として，ヒルベルト以降
の証明論（形式主義）の代表的研究者であっ
たG.ゲンツェンの無矛盾性証明を分析する．
ゲンツェンは複数回算術の無矛盾性を証明
しているが，有名なのは1938年のものであ
る．ゲンツェン以降の証明論も，この証明の
技法をその発端とする．しかしながら，それ
以前の1936年の証明において，ゲンツェン
は，より直観主義的な手法を用いているため，
これらの証明は異なったものであると考え
られてきた．本来，ゲンツェンは形式主義に
属し，形式主義と直観主義は異なった学派で
あると考えられてきたため，この点だけでも
非常に興味深い．さらに，1936年の証明には，
「有限的意味を与える」という哲学的な目的
がある．1938年の証明にそのような目的を見
出すことは難しいように一見思える．このよ
うに，1936年の証明は非常に興味深いものの，
証明自体が非常に曖昧であるために理解が
難しい．特に，肝心の証明図の還元ステップ
の定義，そして，それが止まることの証明が
曖昧であるように思われる．そこで，形式主
義の再検討に向けた一歩として，ゲンツェン
の1936年の証明を現代的手法で再構成し，
ゲンツェンが考えていた哲学的意義を明ら
かにする．そして，その現代的意義も明らか
にしたい．また，副産物として，1936年，1938
年の証明が，実は「有限的意味を与える」と
いう統一的なテーマの元に解釈できること
を示す．そして，形式主義の代表的研究者で
あるゲンツェンが用いた直観主義的手法を
分析することで，形式主義と直観主義の比較
を行いたい． 
 



 

 

３．研究の方法 
 
 上述の通り，本研究は数学的側面と，哲学
的側面からなる．数学的側面については，証
明論の世界的権威であるスタンフォード大
学G.ミンツ教授との共同研究により，これま
での形式主義的証明論で用いられてきたも
のの直観主義的な背景をもっているΩ規則
に着目し，拡張を目指した． 
 Ω規則は，解析学が展開できるような体系
（特に包括原理）を解釈できる強い規則であ
り，1970年代末にW.ブフホルツによって導
入された．これまでΩ規則に対して証明され
たカット消去定理は，算術的と呼ばれる範囲，
すなわち二階の（存在）量化子を帰結に含ま
ない証明図に限られていた．これが任意の証
明図に拡張できるかは，Ω規則が導入されて
以来未解決であった．その理由は，Ω規則が
算術的な証明図上にのみ量化して，再帰的定
義によって定義されているためである．しか
しながら，単にこの量化の範囲を任意の証明
図へと広げると，定義が循環してしまい破綻
してしまう．そこで，Ω規則を拡張するにあ
たり，カットにつながっている推論規則(暗
黙的，とよばれる)とそうでないもの（明示
的，とよばれる）を区別した．この区別は竹
内に由来するものであり，これを用いてΩ規
則を拡張し，完全カット消去定理の証明を目
指した． 
 哲学的側面に関しては，このような申請者
自身の結果も含めた証明論の歴史を振り返
りつつ，これから問うべき問題を明らかにす
る．その際には，上述のΩ規則のような，一
見すると形式主義と反するような要素をも
った手法を中心に分析を行った．さらに，Ω
規則に関する申請者結果も含めた，最新の結
果を参照しつつこれからの数学の哲学にお
いて問われるべき課題を提出することを試
みた． 
また，証明論的順序数の困難さを分析するに
あたっては，まずゲーデルの死後出版された
講義を参照することで，証明論的順序数がど
の程度構成的であるかを分析し，その上で尺
度としての困難さを指摘した． 
ヒルベルト以降の証明論の代表的研究者
であったゲンツェンの無矛盾性証明を分析
するにあたっては，ミンツ＝ブフホルツの手
法を用いた．この手法は，そもそもゲンツェ
ンの1938年の証明の分析・再構成に用いら
れていたものである．しかしながら，これを
1936年の証明に拡張，応用する．以上がこの
課題に取り組むための数学的な手法であり，
哲学的な手法としては，慶應大学文学研究科
博士課程高橋優太氏と共同研究を行うこと
で，ゲンツェンのテキストとの詳しい対応を
つける．さらに，ゲンツェンが1937年に書
いた，これまでに読まれてこなかった論文を

参照することにより，ゲンツェンの複数の無
矛盾性証明には統一的なアイディアがあっ
たことを裏付ける．また，ゲンツェンのアイ
ディアをミンツ＝ブフホルツのアイディア，
さらにゲーデルの有名なディアレクティカ
解釈と比較する． 
  
４．研究成果 
 
 数学的な成果としては，Ω規則に関する完
全カット消去定理が挙げられる．上述のよう
に，本研究では，暗黙的／明示的の区別を用
いてΩ規則を定式化した．完全カット消去定
理を証明するのに問題なのは，その量化の範
囲であった．ただ，単純にこの範囲を広げる
ことはできない．そこで，量化の範囲には，
算術的な規則だけではなくて，明示的な包括
原理も入れておく．そして，体系を解釈する
際には，暗黙的な包括原理のみをΩ規則へと
翻訳し，そうでない包括原理はそのまま残し
ておく．通常の，ブフホルツに由来するやり
方では，包括原理は全て一括してΩ規則へと
翻訳されるため，この点が従来の方法と大き
く異なっている．以上の手法によって，解析
が多少展開できる体系を解釈することがで
き，これらの準備の上で，完全カット消去定
理，すなわち任意の証明図に対するカット消
去定理が証明できた．つまり，カット消去定
理を算術的な論理式の証明図に対する限定
的なものから，完全なものへと一挙に拡張し，
未解決問題を解決した．さらに，竹内の還元
法を，より通常の還元ステップに近いもので
分析し，前者を後者で置き換えられることも
証明した．この結果は，Ω規則の還元ステッ
プをある仕方で分析できたことを意味して
いる．また，副産物としては，還元ステップ
を定義するに際してミンツ＝ブフホルツの
手法を用いることで，ゲンツェンの1936年
の無矛盾性証明がこの手法で再構成できる
ことを発見した．これらの結果を査読付きの
国際会議で発表し，査読付きの国際誌へ投稿
した．現在査読者のコメントを受けた後改訂
中ではあるが，この結果に関して査読者から
非常に好評を博した． 
 また，Ω規則は繰りかえすことによってさ
らに強い体系に拡張できることが知られて
いるが，申請者は，解析学が十分に展開でき
るような包括原理にまでこれを拡張した．こ
の結果に関してはまだ査読付きの国際誌へ
投稿してはいないが，その証明をスケッチし
たものをGCOEの報告書から出版した． 
 哲学的側面に関しては，証明論の歴史を振
り返り，これからの数学の哲学における課題
を提示する論文を『科学基礎論研究』から出
版した．また，その中で，証明論的順序数が
ゲーデルの意味で構成的ではあるものの，尺
度として曖昧でありそれ故に難しいと結論



 

 

づけた．そして，ベルナイスの「投射」とい
う概念が，証明論の行っていることを分析す
るに際して有用ではないか，と示唆を行った．
この成果に関しては，神戸大学の数学者（集
合論）である渕野昌教授のグループ，愛媛大
学の藤田博司助教，大阪大学の哲学者である
中山康雄教授，名古屋大学の数学者（集合論）
である薄葉季路特任助教と共に，「科学基礎
論学会」でワークショップを行い，申請者が
招待講演を行った．この活動を通じて，哲学
者とはもちろんのこと，数学者との交流を深
めることができたことも収穫の一つであっ
た． 
 ゲンツェンの無矛盾性証明に関してはミ
ンツ＝ブフホルツの手法で再構成し，大阪大
学にて行われた「論理学と数学の哲学の研究
会」において招待講演を行った．特に，ミン
ツ＝ブフホルツの手法によって，還元木とい
う，ある種の還元ステップを表す木を明示的
に定義し，ゲンツェンの還元ステップに対応
することを確認し，還元木が整礎であること
の証明を与えた．この結果は，GCOEの報告書
から出版された．ここまでは数学的な色合い
が強い成果であるが，その後，高橋優太氏と
共同研究を開始し，ゲンツェンのテキストと
の詳しい対応をつけた．そして，その作業を
通じて，ゲンツェンの複数の無矛盾性証明が
統一的なアイディアに基づいており，さらに，
ゲンツェンのアイディアを，現代的なミンツ
＝ブフホルツのそれと比較することで，かな
り共通点があることを示した．より具体的に
は，有限的な証明図をある種の「コード」と
みなして，それを実行（「デコード」）すると
いう共通点を指摘した．また，ゲンツェンの
証明がその発端になったディアレクティカ
解釈と比較することで，ゲーデルがどのよう
にディアレクティカに至ったのかに関する
説明を与えた．このことは，先に述べた還元
木を考察することにより，非常に明瞭な形で
理解できる．これらの成果に関しては共同論
文を執筆中であり，まだ投稿には至っていな
いが，できるだけ早い段階での投稿を目指し
て作業を行った． 
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