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研究成果の概要（和文）：本研究では，非線形拡散方程式に対する時空均質化問題に対して均質化方程式を導出
し，係数行列場の極限に対応する均質化行列を特徴づけ，非線形拡散の違いが均質化行列の表現に深く関係する
ことを明らかにした，また，係数行列場に追加の仮定を課さずに解の勾配が強収束しないことを証明した．その
他，非線形問題に対するH-収束性を証明した. 

研究成果の概要（英文）：This study derived the homogenized equation for the space-time 
homogenization problem of nonlinear diffusion equations. Furthermore, the homogenized matrix was 
characterized, and it was clarified that differences in nonlinear diffusion deeply depend on the 
representation of the homogenized matrix. In particular, it was proved that the gradient of the 
solution does not converge strongly without imposing additional assumptions on the coefficient 
matrix field. Besides, H-convergence for a nonlinear problem was proved.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 時空均質化問題　非線形拡散方程式　時空unfolding法　時空2スケール収束

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
均質化問題は，数学のみならず材料科学を始めとした諸分野と深く関係しており，最適設計問題への応用の観点
から，均質化問題の研究が進展することは学術的のみならず社会的にも重要である．また，既存の静的線形問題
に対する均質化理論を動的非線形問題へと拡張することは，数学的理論の深化に留まらず，新たな融合領域研究
の基礎も成す．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
均質化問題は材料科学を始めとした諸分野でしばしば用いられている均質化法に基づいた数

学的問題であり，周期的に振動する係数行列場を含む偏微分方程式に対して，周期をゼロに極限
を取った際に，解の極限が満たす均質化方程式を厳密に導出する問題として知られている．線形
楕円型方程式に対する（周期的）均質化問題の研究成果は数多く報告されており，係数行列場の
振動の影響によって，係数行列場と解の勾配の積を意味する拡散束の収束極限を特定する際に
弱収束する関数同士の積の極限を考察する必要があり，線形問題でさえ非線形問題と同程度の
解析の困難さを持つことが知られている．そのため，静的かつ線形問題に対する均質化問題の研
究と比較して，動的かつ非線形問題に対する研究成果はそれほど多くなく，方程式の時間発展性
や非線形性の影響が均質化方程式にどのように現れるかについての詳細が十分に明らかになっ
ていない印象である． 
 
２．研究の目的 
本研究では，動的かつ非線形問題のモデルケースとして非線形拡散方程式を考え，均質化方程

式に時間発展性や非線形性の影響がどのように現れるかについて詳細に解析することを目的と
し，特に，係数行列場の極限に対応する均質化行列の定性的な性質を明らかにする． 
 次に，解の収束性について定性的かつ定量的な情報を引き出すことを目的とする．均質化問題
では，係数行列場の振動の影響により，解の勾配に対する強コンパクト性が喪失することが知ら
れている一方で，この事実を示すためには，係数行列場に対する追加の仮定が一般に要求される．
そのため，本研究では，係数行列場に対する必要最小限の仮定の下で，非線形拡散方程式の場合
に強コンパクト性の破れが起こることを証明し，収束レートに関する情報を引き出す． 
 さらに，考察対象となる材料が周期的な構造を持つとは一般に限らない観点から，係数行列場
に課される周期性という仮定を外し，非周期的均質化問題についても考察する． 
 
３．研究の方法 
 本研究では，関数解析的手法に基づいて均質化方程式を導出する．その際，振動の影響を詳細
に解析するために，２スケール収束と呼ばれる収束理論や，それと同値な unfolding 法と呼ばれ
る手法を導入する．さらに，非周期化に向けてより一般的な枠組みとして H-収束性について注
目し，非線形問題に対する H-収束性について考察する．  
 
 
４．研究成果 
 
(1) 非線形拡散方程式に対して，周期的に時空間で振動するような係数行列場を伴う時空均質化

問題について考察した．その結果，線形拡散方程式の場合と同程度の精度で均質化行列の性
質を明らかにし，時空間周期が特定のスケール比を持つときに限って方程式の非線形構造が
均質化行列に影響を及ぼすことを明らかにした．特に，非線形拡散の違いが均質化行列の表
現に影響することも明らかにし，拡散の伝播速度の違いが均質化行列の表現に深く関係する
ことを証明した. 一方，係数行列場が十分に滑らかな場合に，解の勾配に対する強コンパク
ト性の破れを証明することにも成功した．これらの結果を学術論文としてまとめ，[1]にて
掲載された．また，これらの結果は時空 2スケール収束理論に基づくものであり，独自に整
備した時空 unfolding 法を用いた場合についても[7]にて報告した． 
 

(2) 係数行列場に追加の正則性を課した下で，強コンパクト性の破れを証明した[1]の成果をさ
らに改良することに成功した．具体的には，最小限の追加の仮定でこの事実を証明すること
が当初の目的であったが，この追加の仮定を完全に取り除くことができた．その際，時空２
スケール収束理論ではなく，それと同値な時空 unfolding 法を用いた解析に切り替えた点と
均質化行列の構成要素であるセル問題の解の正則性を詳細に解析した点が証明の鍵となっ
た．[1]では，解の勾配に対する２スケール極限として現れる項を修正項として解の勾配に
対する修正項付きの強収束性を証明することで強コンパクト性の破れを証明していたが，こ
こでは，unfolding 作用素の随伴作用素を介した別の修正項を構成することによって，修正
項の正則性を改良することで，係数行列場に対する追加の仮定を取り払うことに成功した．
この結果を学術論文にまとめ，[3]にて掲載された．また，これらの成果から，解の収束レ
ートに関する定量解析に於いて，線形拡散方程式の場合と同程度の結果が得られることが示
唆され，局所的なエネルギー評価が証明の鍵になることが示唆された． 

 

(3) 局所的なエネルギー評価のアイディアを応用し，当初予定していなかった別の定量的な収束
レートに関する成果が得られた．幾何学的特徴量の基礎を成す距離関数はアイコナール方程
式の解として特徴づけられるため，粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の解の極限として特徴づ



けられる．その際，解の距離関数への収束性に関して，コール・ホップ変換を介した局所的
なエネルギー評価を用いることで，最適な収束レートに関する成果を挙げることに成功し，
その際得られた成果を[2]にて報告した． 

 

(4) H-収束性を非線形問題へと一部拡張し，さらに最適設計問題へ応用することにも成功した．
均質化問題では一般に，係数行列場に対して周期性の仮定が課され，周期性を用いることで
均質化行列を明示的に特徴づけることができる．その一方で，周期性の仮定を外し，一様楕
円性のみを課した場合が H-収束に対応し，方程式の線形性と深く関係していることが知ら
れている．本研究では，(1)の均質化行列の特徴づけを通して，均質化行列が臨界の場合を
除いて領域内部のユニットセルの影響しか受けないことに着目し，境界条件が非線形性を伴
う場合に拡張できることを証明した．さらに，非線形境界条件を伴う最適設計問題に対する
最適解の存在定理にこの結果を応用し，同値な緩和問題に対する最適解の存在定理の証明に
成功した．これらの成果を[8]にて報告し，現在学術論文として投稿する段階に至っている． 

 

(5) 非線形拡散方程式に対する均質化行列の定性的性質を明らかにする際に，非線形拡散の特異
性や退化性に注目することによって，これらの性質を最適設計問題へと応用することにも成
功した．具体的には，最適設計問題に於ける数値解析の一つに反応拡散方程式を用いた形状
の更新方法が知られているが，そこに拡散の特異性や退化性を応用することで，数値解析に
於ける収束性の改良に成功した．これらの結果は[4]，[6]にて掲載され，また，関連する成
果が[5]にて掲載された． 

 

以上より，本研究では，既存の線形楕円型方程式に対する均質化理論を非線形拡散方程式に対
する時空均質化理論へと拡張し，方程式の時間発展性や非線形性が均質化方程式にどのような
影響を及ぼすか明らかにした．さらに，均質化行列や解の勾配に対する収束性に於いて定性的な
性質を引き出すことに成功した．また，これらの結果の非周期化や定量解析に進展するに当たり， 
均質化問題に関連する諸分野への応用にも成功した． 
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