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研究成果の概要（和文）：　非線形波動・分散型方程式に対して，中西はSchlagとともに，不安定な基底状態解の近傍
から出発する解の大域的挙動を完全に決定することに成功した．従来，基底状態より高いエネルギー準位を持つ解につ
いては，ほとんど先行研究はなかったため大きな進展である．堤は吉川との共同研究により，形状記憶合金の等温Falk
モデルに対して，2種類の不変測度を構成して比較した．岡本は東海林との共同研究で，張力重力波のストークスドリ
フトと呼ばれる現象を，数学的に解析するとともに数値計算により調べた．岡本と東海林は，張力重力波の場合でも，
粒子運動の軌跡が閉曲線とならないことを複素函数論的な手法で証明した．

研究成果の概要（英文）： For nonlinear wave and dispersive equations, in collaboration with Schlag, 
Nakanishi succeeded in classifying the global behavior of any solutions starting near an unstable ground 
state. This is a breakthrough, because there were no results available beofre their papers. Tsutsumi, 
together with Yoshikawa, proved the existence of two invariant measures for the isothermal Falk model. 
One is the Gibbs measure and another is an invariant measure proposed by Kuksin. In collaboration with 
Shoji, Okamoto investigated the Stokes drift of surface gravity waves with surface tension. Okamoto and 
Shoji proved that the orbits of particles are not closed curves by the method of the complex analysis.

研究分野： 函数方程式論
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１．研究開始当初の背景 
非線形発展方程式においては，“凝縮現象”

とよばれる広い意味での特異性が解の大域
的性質を決定することが多い。広い意味での
特異性というのは，通常用いられるような，
解の滑らかではない部分という意味ではな
く，解が持つと期待される性質を阻害する可
能性がある解の性質のことを意味する．従っ
て、凝縮現象を統一的に扱う手法・理論の確
立が望まれる。 

 
２．研究の目的 
広い意味での特異性は解の何らかの量（た

とえば，p 乗積分ノルムなど）が局所的に凝
縮・集約することにより発生することが多い．
本研究では，非線形波動・分散型方程式およ
び 反 応 拡 散 系 方 程 式 や 非 圧 縮 性
Navier-Stokes 方程式を研究対象とし，解の
凝縮現象によって代表される広い意味での
特異性生成メカニズムを数学的に研究する
とともに，それらの凝縮現象を数値シミュレ
ーションする。 
 
３．研究の方法 
凝縮現象は様々な解析学的分野において

現れる，きわめて興味深い現象であり，理論
的解析と数値計算による解析の双方の研究
が重要である．その観点から，理論的には近
年発展の著しい非線形波動・分散型方程式研
究を通して開発された，フーリエ制限法，
I-method および最小爆発解の議論を用いる
とともに，数値シミュレーションを行う。 
 
４．研究成果 
（非線形波動・分散型方程式） 
まず、非線形シュレディンガー方程式や非線
形クライン・ゴルドン方程式に対しては、不
安定な基底状態の近傍から出発する解の大
域的挙動について、ある条件の下で完全に分
類した。基底状態よりエネルギー準位が低い
解については、多数の先行研究があるが、基
底状態の近くとは言え、エネルギー準位が高
い場合の数学的研究はほとんどなかった。そ
の点で、当該分野における大きなブレークス
ルーであると言える。また、周期境界条件の
下で 2次元 Zakaharov 方程式の爆発解の存在
を証明した。2 次元ユークリッド空間におけ
る Zakaharov 方程式に対しては、Glangetas 
and Merle が 1994 年に証明したが、周期境界
条件の場合は未解決であった。今回は周期境
界条件におけるZakaharov方程式の非線形項
評価に相当する、ほぼ最良の双線形評価を得
ることにより爆発解の存在証明が可能とな
った。さらに、形状記憶合金の数理モデル方
程式である等温 Falk モデルに対し、Gibbs 測
度と Kuksin 流の不変測度を構成した。非線
形波動・分散型方程式のような無限次元のシ
ステムに対し不変測度を構成するのは、それ
自身非常に興味深い問題であるだけではな
く，Gibbs 測度と Kuksin 流の不変測度を比較

することにより，Kuksin 流の不変測度の問題
点を明らかにした。また，非線形光学に現れ
る 3階 Lugiato-Lefever 方程式に対し，グロ
ーバル・アトラクターの存在を研究した．
元々のLugiato-Lefever方程式は減衰項と外
力が付いた非線形シュレディンガー方程式
であるが，3 階 Lugiato-Lefever 方程式はそ
れに 3 階の分散項が加わった方程式であり，
2 階分散項より広い帯域の空洞ソリトンを記
述する方程式と考えられている．ところが，
3 階分散項が付くため，エネルギー汎関数は
主要部が正定値とならないので，解の時間大
域挙動を制御するのに役に立たない．そこで，
質量保存に対応する2乗可積分空間で解を構
成し，その空間で時間大域挙動を研究するの
が自然である．物理学者による数値シミュレ
ーションから，3 階 Lugiato-Lefever 方程式
はグローバル・アトラクターを持つと予想さ
れていたが，その証明はなかった．それは，
3 階 Lugiato-Lefever 方程式は初期値に関す
る解の連続依存性はL^2弱位相では成立しな
いため，弱コンパクト性を使うことができな
いので，既存のグローバル・アトラクターの
存在定理を直接適用することができないか
らである．この問題に対し，3 次非線形性の
平滑化効果を調べ振動因子を除けば平滑化
効果を持つことを示した．この結果は，グロ
ーバル・アトラクターの存在を示す際に有用
なはずである． 
 
(流体方程式と数値計算) 
張力重力波のストークスドリフトと呼ばれ
る現象を数学的に解析するとともに数値計
算によって調べた。張力重力波とは、水面が
表面張力や重力によって振動するときに生
じる波のことであり、古くから研究が行われ
てきた。渦なし粘性なしの非圧縮性流体の自
由境界値問題に対し、線形化方程式を考える
と、水面に乗っている粒子運動の軌跡は、近
似的に楕円や円の閉曲線になる。しかし、波
が小さくても2次の非線形性を無視すること
はできず、2 次非線形性の効果により粒子は
水平方向に移動する。これを、ストークスド
リフトという。このことは、張力がない重力
波の場合には 2006 年に Constantin によって
証明されたが、その証明方法は張力重力波の
場合には適用できなかった。今回は、張力重
力波の場合でも適用できる証明を与えると
ともに、Euler 座標系での数値計算を行った。 
また、3 次元非圧縮性 Navier-Stokes 方程式
に関係した、移流項と非局所性を持つモデル
方程式を考え、特異性生成メカニズムを調べ
た。さらに、やはり非圧縮性 Navier-Stokes
方程式と関連した一般化Prudman-Johnson方
程式の数値計算を行い、パターン形成や特異
性生成メカニズムを数値的に調べた。さらに，
2002年にCraik-Okamotoによって提唱された
流体力学に関連した簡易モデルに対する予
想を，計算機支援証明（精度保証付き数値計
算）を用いることにより部分的に解決するこ



とに成功した． 
 
（Keller-Segel 方程式） 
1970 年に Keller と Segel が細胞性粘菌の集
中現象を記述するモデルとした提唱した、い
わゆる放物型－放物型 Keller-Segel 方程式
に対し、解が爆発するための自然な十分条件
を与えることは、長年の未解決問題であった
が、今回これに決着をつける結果を得た。放
物型－放物型の方程式を簡単化した、放物型
－楕円型 Keller-Segel 方程式の爆発解につ
いては、多数の先行研究がある。しかし、放
物型－放物型の場合、3 次元以上の領域に対
しては Winkler が証明していたが、彼の証明
方法は 2 次元には適用できなかった。今回、
Trudinger-Moser 不等式とある種の単調性公
式を組み合わせることにより、放物型－放物
型 Keller-Segel 方程式の解が爆発するため
の十分条件を与えることに成功した。 
 
（双線形写像の有界性） 
2 次の非線形性は二つの函数の積で表される
ので、双線形写像と見なすことができる。そ
のため、非線形偏微分方程式への応用を考え
ると、線形写像の有界性だけでなく双線形写
像の有界性も重要である。今回、Morrey 空間
におけるアトム分解を考え、双線形写像の有
界性定理へ応用した。Morrey 空間は、非圧縮
性Navier-Stokes方程式の解空間として用い
られるだけでなく、2008 年の Merle and 
Raphael の論文では、質量優臨界非線形シュ
レディンガー方程式の解が爆発するときに
は、スケール不変ノルムも爆発することを示
すために用いられており、非線形偏微分方程
式研究に重要な函数空間である。そのため、
将来非線形偏微分方程式への応用が期待さ
れる。 
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