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研究成果の概要（和文）：現代数学の潮流の中で，特異点論の新たな展開の方向性をさぐることが目的であった．まず
6次元から3次元への多項式写像芽で非自明なものがあるかという40年来のMilnorの問題を，配置空間のトポロジーを使
って肯定的に解決した．また，特殊な特異写像のはめ込み・埋め込みによる特異点消去可能条件を完全に決定した．さ
らに境界付き3次元多様体上の写像の特異ファイバーを分類し，境界付き曲面上のモース関数の同境群をはじめて定式
化した上でそれが位数2の巡回群になることを示した．また，こうした理論をデータ可視化に応用し，ユーザインター
フェースを試作した．このように特異点論の新展開の方向性を十分に示すことができた．

研究成果の概要（英文）：The main purpose of this project was to indicate new directions of the 
singularity theory of differentiable mappings in our era of modern Mathematics. First, we completely 
solved affirmatively the long-standing classical problem of Milnor about the existence of nontrivial 
polynomial map germs of dimension 6 to 3, by utilizing the topology of configuration spaces. We also 
completely determined the conditions for a special generic map to be desingularized from a viewpoint of 
immersions and embeddings. We classified singular fibers of stable maps on 3-manifolds with boundary, 
established the notion of cobordism group of Morse functions on surfaces with boundary, and showed that 
it is a cyclic group of order two. Finally, we applied such a theory of singular fibers to the data 
visualization and developed a new user interface. Summarizing, we could broadly show the new directions 
for the development of the singularity theory of differentiable mappings.

研究分野： 位相幾何学
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１． 研究開始当初の背景 
可微分多様体間の可微分写像とその特異

点の研究（いわゆる写像の特異点論）は，20 
世紀中頃の Whitney や Thom に始まりその
後大きな発展を遂げた．特異点論はその汎用
性を大きな武器とし，微分トポロジーにとど
まらず，数学内外の種々の分野においてその
重要性を増しており，さらなる発展への期待
は大きい．特にここ数年，Vassiliev 型不変量，
写像の Pontrjagin-Thom 構成理論，特異多様
体や多様体束の特性類理論，曲面特異点と 3 
次元多様体の Heegaard-Floer ホモロジーの
関係など，多くの画期的な研究が生み出され，
その様相は激化している． 
このような激動期の中，特異点論はその大

きな転回期を迎えつつあると言える状況に
ある．写像の特異点論が次なる展開を模索す
る必要があるのは，たとえば以下の理由によ
る． 
・写像の局所的性質（ある点のまわりでの性
質）が多く研究されてきているが，多様体の
本質的構造に関わる大域的性質（写像全体と
しての性質）の研究はあまりなされてきてい
ない． 
・多様体に自然に入る（あるいは既に入って
いる）幾何構造を反映させた形での写像の特
異点論は，特別な場合を除いて定式化されて
いない． 
・Vassiliev 型不変量の考え方には汎用性があ
り，種々の場面に適用できるはずであるが，
実際には特異点を扱う際の技術的困難があ
って研究はあまり進展していない． 
・可微分構造が特異点に本質的影響を与える
単発的現象は発見されているが，それらの統
一的説明はいまだにない．特になぜゲージ理
論を経由する必要があるのか，特異点論的に
は不明である． 
・曲面特異点のリンクとして現れる 3 次元多
様体の不変量と，特異点の解析的不変量の間
に類似性が見られることが証明されている
が，そうした現象に対する内包的説明はいま
だにない． 
 
２．研究の目的 
そこで本研究では，写像の特異点論を，大

域的観点，幾何構造付きでの観点等の新たな
観点から見直し，数学の現代的潮流の中での
特異点論の新たな展開・発展の様々な方向性
をさぐることが大きな目的である．特に，多
様体の可微分構造・幾何構造と特異点の関係，
同境理論に基づいた多様体の有限型不変
量・量子不変量の特異点論的定式化，特異
Lefschetz 束と特異シンプレクティック構造
の変形理論，複素特異点の結び目理論，特異
多様体の特性類，特異点消去のホモトピー論
的高次障害類等を中心に，種々の高度に重要
な未解決問題を，これまでにない新しい統一
的観点から，より大きな枠組みの中で解決し
てゆく．さらに，そうした結果を応用して，
微分トポロジーの種々の重要な問題を解決

する． 
 
３．研究の方法 
佐伯，佐久間等の研究により，定値折り目

特異点のみを持つ写像の存在は，多様体の可
微分構造に大きく依存することがわかって
いる．これは，特別な特異ファイバーのみを
持つ写像の存在は多様体の可微分構造に依
存する，と言い換えることもできる．そこで
本研究では特異ファイバーに着目し，多様体
の大域構造との関係について調べてゆく．そ
のためには種々の状況で特異ファイバーの
分類が必要不可欠であり，特異点論に詳しい
佐久間，大本，石川剛郎，山本卓宏の協力を
得て実行してゆく． 
多様体の同境理論に基づいた有限型不変

量，量子不変量の定式化については，まず
Pontrjagin-Thom 構成の理論を思い出そう．
Thom 空間 MO は，多様体の法束の分類空間
BO 上の普遍ベクトル束から構成され，零切
断として BO を含む．このときどんな閉多様
体も，十分次元の高い球面からの写像 f : SN 
→ MOでBOに横断的なものにより，f−1(BO) 
として得られ，しかもこのような写像 f はあ
る意味で一意的である．したがって，球面か
ら空間対(MO,BO)への写像全体のなす空間
に対して有限型不変量が定義できれば，閉多
様体に対しても定義できたことになる．この
定式化を行うには，空間対への写像の特異点
の分類，及びその変形の分類が必要不可欠で
ある．これについては有限型不変量に詳しい
大本の協力を得て研究を進める． 
特異 Lefschetz 束構造の変形理論について

は，LekiliとWilliamsにより，特異Lefschetz 
束の変形操作がいくつか考え出され，それら
でほぼ十分であることが示されてはいるが，
写像の大域的分岐の議論がなされておらず
実際は不十分である．そこで本研究ではこれ
を完全なものに補完し，さらに特異シンプレ
クティック構造の変形までも明らかにして，
4 次元多様体の新たな不変量の構築を目指す．
この方面の研究は，4 次元多様体論に詳しい
鎌田，佐久間と，シンプレクティック構造に
詳しい石川昌治，石川剛郎の協力を得て進め
る．なお，こうした研究には豊富な具体例も
必要であり，写像の構成論に詳しい小林の協
力も得て研究を進める． 
複素超曲面特異点の位相型については，ま

ず平面曲線の場合の A’Campo による divide 
の理論を高次元化する．そのままではうまく
いかない可能性もあるが，その場合は複素解
析構造をうまく使い，適切な Morse 化を探
してゆく．これについては，divide に詳しい
石川昌治と，3 次元特異点での divide を試み
ている片長の協力を得る． 
特異多様体の特性類については，複素解析

的不変量である混合 Hodge 構造を用いて
monodromy 行列の情報が得られることが知
られている．これをより一般の状況で精密化
し，さらに特異点のモチビック不変量を融合



して特性類の新たな定式化を目指す．これに
ついては特性類理論に詳しい與倉，混合
Hodge 構造とミラー対称性に詳しい竹内，モ
チビック不変量に詳しい福井の協力を得て
研究を行う． 
特異点・特異ファイバーの消去のためのホ

モトピー論的障害の研究については，まず
Gromov 等によるホモトピー原理により，特
異点の消去問題はある束に対する切断の存
在問題と同等となることが知られている．た
だし特異ファイバーの消去問題が同じ原理
に従うかどうかは知られていない．そこで本
研究では分類空間的なものを用い，ある種の
束で切断の存在が特異ファイバーの消去と
同等となるものを構成する．さらにそのホモ
トピー論的構造を具体的な状況で調べ，特異
ファイバー消去のための高次障害を決定す
る．これに関してはホモトピー論に詳しい岩
瀬，佐久間の協力を得て研究を進める． 
なお平成 23 年度をはじめ，日仏の若い特

異点論研究者を中心に集め，「これからの特
異点論研究の指針」について討論し，今後の
世界的な leading research group の形成を目
指すことを主目的とする日仏特異点研究集
会を開催する．これは今後の特異点論の展開
を見据えるために必要不可欠である． 

  
４．研究成果 
まず可微分写像の有限型不変量の定式化

をするため，ジェネリックな可微分写像に対
する Vassiliev 型不変量について再定式化を
試みた．また，特異 Lefschetz 束構造の研究
を進め，ホモロジー的条件さえ満たせば，ど
のような 1次元部分多様体も特異点集合とし
て実現可能であることを示した．これは既存
の特異点理論における特異点集合改変のた
めの手法を応用することにより示された．ま
た Lefschetz 束とカンドルの間に密接な関係
があることも明らかにした．さらに，複素超
曲面特異点に付随した結び目の同境につい
て調べ，Brieskorn 型多項式で定義される場
合，その指数が多くの場合に同境不変となる
ことを初めて示した．これは特異点の同変指
数が結び目の同境不変量であることを巧み
に利用することによって示した．また，特異
多 様 体の特 性 類の研 究 も進め ， 特 に
Chern-Schwartz-MacPherson class につい
て詳しく調べた．モチビック Hirzebruch 
class についても調べ，さらに proalgebraic 
varieties の特性類と，モチビック測度の関係
についても研究した．また，こうした特性類
をThom多項式との関連の観点からも研究し
た．なお日仏の若い特異点論研究者を中心に
集め，これからの特異点論研究の指針につい
て討論し，今後の世界的な leading research 
group の形成を目指すことを主目的とする日
仏特異点研究集会を九州で開催し，大きな成
功を収めた． 
さらに，特異シンプレクティック構造と特

異 Lefschetz 束構造の変形理論の研究を進め，

4 次元多様体から閉曲面へのどんな写像も特
異 Lefschetz 束であって，折り目特異点像が
埋め込まれているものにホモトピーで変形
できることを構成的に示すことに成功した．
さらに，一般的な可微分写像の Stein 分解が
三角形分割可能であることを示し，応用とし
ていくつかの Euler 標数公式を得た．またそ
の応用として，非特異ファイバーの各連結成
分の同境類と Stein 分解の最高次元のホモロ
ジー群との間に深い関係があることを示し，
特に Stein 分解の最高次元ホモロジー群が消
えれば，非特異ファイバーの各連結成分はす
べて零同境となることを示した．また特異写
像の特異点消去を，はめ込み・埋め込みリフ
トの観点からも研究し，スペシャル・ジェネ
リック写像についてそうしたリフトが存在
するための条件について詳しく調べ，値域の
次元が低い場合に，余次元 1 のはめ込みリフ
トや埋め込みリフトが存在するための条件
を完全に決定することができた．これについ
ては，球面のはめ込みのなす空間のトポロジ
ーが重要な役割を果たすことが明らかとな
ったが，一方で，それに関連して現れる
Smale-Hirsch 写像と言われる準同型写像の
性質を明らかにすることで証明に成功した． 
境界付き 3次元多様体から平面への安定写

像の特異ファイバーについて山本卓宏氏と
研究を行い，その分類をもとに，特異ファイ
バーの普遍複体のコホモロジー群を決定し，
境界付き曲面上のある種のモース関数のな
す同境群が非自明であることをはじめて証
明することに成功した．さらに Reeb graph
のなす同境群を用いることで，それが位数 2
の巡回群と同型であることを証明すること
にも成功した．また，こうした特異ファイバ
ー理論を多変量データ解析とその可視化に
応用し，そうしたデータの微分位相幾何的な
特徴抽出の際の特異ファイバーの同定に使
えることを示し，コンピュータサイエンスの
専門家と共同研究を行い，はじめてユーザイ
ンターフェースを試作するなど，その成果の
社会への還元を目指した．また，実多項式写
像芽の研究をブラジルの特異点論研究者と
共同で行い，6 次元から 3 次元への多項式写
像芽で非自明なものがあるか，という 40 年
来の Milnor の古典的問題を肯定的に解決し
たほか，Milnor 束が球面のブーケとホモトピ
ー同値であってなおかつ可縮でない具体例
を構成することにもはじめて成功した．また
平面間の余階数 2の特異写像芽の分岐図式を
ある程度決定し，その結果を特異点の幾何学
に応用した． 
また，3 次元多様体から平面への安定写像

の Reeb space を用いたデータ可視化への応
用もコンピュータサイエンスの専門家と共
同で研究し，写像を離散サンプル点での値か
ら近似したものを用いて得られる Reeb 空間
に関して，離散化の度合いをどんどん細かく
していくと，実際の Reeb 空間に inverse 
limit の意味で収束することを初めて証明し



た．さらに，実および複素解析的写像の構造
安定性に関する長らく未解決だった問題を
厳密に扱い，ほぼ解決することに成功した． 
以上のように，新しい観点から，そして同

時に幅広い観点から，写像の特異点論の新た
な方向性を示すことができた．中には研究開
始当初には予測できなかった概念の確立な
ども含まれている．またそうした研究により，
これまで未解決であった，微分トポロジーに
おけるいくつかの重要な問題も解決するこ
とができた． 
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