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研究成果の概要（和文）：ハミルトン・ヤコビ方程式と粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の解の長時間漸近挙動， 割引
消去問題等の偏微分方程式の漸近問題を扱い，粘性解の漸近挙動と一般理論に関する重要な新知見の獲得等の多くの成
果を挙げた．また，特異拡散方程式や積分微分方程式について解の存在，一意性等の基礎理論を整備した．ハミルトン
・ヤコビ・ベルマン方程式の解を解析し，最小化大偏差確率の時間大域的評価，非完備な市場モデルにおける最適消費
・投資問題に対する強検証定理の証明，確率最適輸送問題への研究法の開発等で成果を挙げた．

研究成果の概要（英文）：We investigated the asymptotic problems of partial differential equations such as 
the long-time asymptotic behavior of solutions of Hamilton-Jacobi equations and viscous Hamilton-Jacobi 
equation, the vanishing discount problem, and obtained many important new pieces of knowledge regarding 
these asymptotic problems as well as the theory of viscosity solutions. We developed the basic theory of 
the existence and uniqueness of solutions for singular diffusion equations and for integral-differential 
equations. Based on the analysis of solutions of Hamilton-Jacobi-Bellman equations, we established 
certain estimates on the large-time asymptotic behavior of the minimizing large deviation probabilities, 
the verification theorem for optimal consumption-investment in a non-complete market model, a new 
approach to the stochastic optimal transportation problem.

研究分野： 数学
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１．研究開始当初の背景 
粘性解の概念は Crandall-Lions (1981 年)に
より導入された．偏微分方程式の研究のため
の道具として粘性解理論が整備され，種々の
問題への応用に動機付けられて発展してき
た．例えば，曲率流への等高面アプローチ，
確率論における大偏差原理，均質化理論等へ
と応用され，Lp 粘性解などの理論面でも進展
してきた．弱 KAM 理論（Fathi，1997 年）の
導入，Harvey-Lawson(2009 年)によるディリ
ク レ 問 題 の 可 解 性 の 研 究 結 果 ，
Nadirashvili- Vladut (2007 年) の一様楕円
型方程式の解の正則性に関する否定的な結
果等の進展はさらに深化・発展させる可能性
を強く示唆している． 
２．研究の目的 
１階非線形偏微分方程式，２階非線形楕円型
及び放物型偏微分方程式に対する粘性解理
論とその応用の研究を目的とする．微分方程
式の弱解である粘性解理論とその応用の重
要性はこれまでの研究の成果により検証さ
れているが，新たな粘性解理論の展開の芽生
えもありこの理論をより精緻なものへと発
展させる可能性がある．粘性解理論の深化と
拡充を目指し，最適制御・微分ゲーム，曲面
の曲率流，均質化理論のような漸近解析分野
への粘性解理論の広範な応用を目指す．  
３．研究の方法 
（１）粘性解理論の深化・拡充のために，細
目課題を設定し，これらの各課題の研究と，
その成果の総合により，深化した粘性解理論
を構築する．  
（２）細目課題について述べる．① 境界値
問題：境界値問題に対する粘性解の存在と一
意性を研究する。ディリクレ問題については，
粘性解理論における古典的方法を発展させ，
連続な粘性解の存在に関する理論の完成を
目指す．ノイマン問題に関しては，比較定理
に対する領域の境界に対する滑らかさの仮
定をどこまで弱められるか等の基本的な疑
問点を究明し，比較定理の精密化を図る。積
分微分方程式に対する粘性解は重要であり，
これに対する適切な境界値問題の設定を研
究する．② 漸近問題への応用：偏微分方程
式に関する種々の漸近問題，確率論における
大偏差原理，種々の均質化問題などを対象に
理論展開を図る．一つの方策として，弱 KAM
理論(W. E, A. Fathi) の深化・拡充とその
応用を考える．弱 KAM 理論はハミルトン・ヤ
コビ方程式の粘性解の構造の研究において
重要な役割を果し，漸近問題への応用におい
て重要ある．③ 粘性解の正則性：Trudinger 
(1988 年)，Caffarelli (1989 年) による粘
性解の正則性の研究を，Nadirashvili- 
Vladut (2007年) による否定的な結果を踏ま
えて，完全非線形方程式に対して推進する．
④ 最適化問題への応用：最適制御理論の動
的計画法アプローチへの粘性解の応用は
P.-L. Lions(1982 年)に始まる．最適制御と
微分ゲームへの応用の研究により粘性解理

論の新展開を図る．数理ファイナンスへの応
用も進める．⑤ 幾何学的非線形問題への応
用： 図形の運動や性質に関連する幾何学的
な問題を記述する完全非線形偏微分方程式
に対して粘性解理論の応用を図り，その成果
を幾何学の問題，科学・工学における界面の
問題に応用する． 
４．研究成果 
以下の（1）～（13）のような成果を挙げた． 
(1)ハミルトン流を移流項とする退化楕円型
方程式に対する特異摂動問題について，解の
極限問題への一様収束を示した．これにより，
M. Freidlin, A. Wentzell 両氏（1994 年）
などによる確率論的手法を用いた研究に全
く依存しない，この収束問題への偏微分方程
式論に基づく方法を確立した． 
(2) 移流項を持つ放物型方程式に対する準
安定性の出現に関する研究を進め，線形方程
式の場合，半線形方程式の場合，準線形方程
式の場合に対して完成させた．M. Freidlin，
L. Koralovの両氏によって確率解析の手法で
得られた，準安定性に関する結果（2012 年）
に対する粘性解の方法を含む偏微分方程式
の手法による別証明を与えたものである．半
線形方程式に対する結果は新しいものであ
る． 
(3) 完全非線形２階楕円型方程式に対する
固有値問題の研究を推進し，1 次元区間ある
いは一般次元の球を領域とする場合にディ
リクレ，ノイマン，ロバン境界条件の下での
固有値問題を考察し，任意回数振動する固有
関数の存在と，正規化の下での固有関数の一
意性，このような固有値と固有関数の特徴づ
けなどを詳細に調べた． 
(4) ハミルトン・ヤコビ方程式に対する解の
長時間漸近挙動の研究を行った．非線形ノイ
マン境界条件の場合と動的ノイマン境界条
件の場合に，弱 KAM の方法と解の時間変数に
関するある種の単調性を見出す方法の二つ
の異なる方法で解の長時間漸近挙動の決定
を行った．この後者の単調性の方法は
G.Barles, P. E. Souganidis 両氏によって導
入されたもの（2000 年）であるが，この方法
を改良した新しい方法を考案し，この方法で
周期境界条件の場合を研究した．解の長時間
漸近挙動の研究では，ハミルトニアンのある
種の非線形性が重要な役割を果たすが，この
非線形性の条件についても詳細に調べた．ア
イコナール方程式に対する動的境界値問題
に関して，解の長時間漸近挙動を調べ，極限
関数を特徴付ける研究を行った．ハミルト
ン・ヤコビ方程式の粘性解の長時間挙動は，
結晶成長モデルのように非強圧的な場合に
は一般論は適用できない．非強圧的な場合に
は，長時間挙動が強圧的な場合と大きく異な
ることを示した． 
(5) ハミルトン・ヤコビ方程式に対する次の
様な漸近問題を研究した．ハミルトン・ヤコ
ビ方程式の加法的固有値問題に対する解の
近似法として，対応する最適制御問題に割引



率を加味した最適制御問題を考えて，割引率
を含んだハミルトン・ヤコビ方程式の解によ
って近似する方法が知られている．割引率を
0 に近づけるときに，元の加法的固有値問題
の解に本当に収束するかという問題である． 
この漸近問題を割引消去問題と呼ぶ．有界領
域上においてノイマン型の境界条件の下で
あれば，上に述べた近似問題の解が元の問題
の解に収束することを証明した．粘性ハミル
トン・ヤコビ方程式に対して同じ漸近問題を
研究し，非線形随伴法を適用して，周期境界
条件の場合とノイマン境界条件の場合に上
記の収束性が成り立つことを証明した． 
(6) 待ち行列の制御に関連した退化楕円型
ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式に対す
る非線形ノイマン境界値問題を角（かど）の
ある領域上で考察した．待ち行列の理論に対
して偏微分方程式の方法を適用するときに
は，角のある領域が重要になる．この境界値
問題の一意可解性に関する肯定的な結果を
確立した． 
(7) 結晶成長モデルの一つとして考えられ
る全変動流方程式は，その平滑化作用が非局
所的である．粘性解の理論を深化させること
により，このような特異拡散方程式について
非発散型の場合に解の存在，一意性等の基礎
理論を整備した．高次元理論も一部創設した．
結晶成長をモデルとした方程式に対して基
礎研究を進め，結晶成長の漸近的速度に関す
る新結果を得た． 
(8) 1 階微分の項が 1 次以上の増大度を持つ
退化楕円型方程式の非有界粘性解の比較原
理を, ある種の線形化を用いて導いた. 弱
ハルナック不等式を用いて，非有界係数を持
った完全非線形 2 階楕円型方程式の Lp 粘性
解の局所最大値原理を示した. これにより, 
ハルナック不等式が成立することを示した.
半線形項と１階微分の項が１次以上の増大
度を持つ完全非線形方程式の全空間での粘
性解の存在と一意性をABP最大値原理および, 
線形化と Kelly-Osserman のバリアー関数を
用いて示した. 障害を持った平均曲率流方
程式の非有界な粘性解の比較原理と，周期条
件下での時空リプシッツ連続になる解の存
在を示した. 
(9) アイザックス型微分積分方程式の粘性
解の優・劣最適性を示すことで, 解の一意性
を証明した. 準線形方程式において, 粘性
解の一意性が成り立つ方程式の構造を明ら
かにした.一階微分の強圧項と分数冪ラプラ
ス作用素を持つ方程式の劣解のヘルダー連
続性と時間大域的挙動を導いた.  
(10) 確率微分方程式の解として定義される
一般的な拡散過程のセミマルチンゲール加
法的汎関数で，制御項を含むものに関する大
偏差確率の最小値を考え，その時間大域的挙
動を考察した．その挙動と問題とするセミマ
ルチンゲールの対数モーメント母関数を評
価関数とする最小化問題（risk-sensitive 
control problem）の時間大域的挙動との双

対性を示すことにより，上記最小化大偏差確
率の時間大域的評価を得た．また，拡散過程
のずれの係数に不確かさを容認した場合に，
そのロバストな評価も同様に得られた．対応
するエルゴード型ハミルトン・ヤコビ・ベル
マン方程式とその微分（リスクパラメータに
関する微分）として得られる方程式の解析が
その基礎となった． 
(11) 非完備な市場モデルにおける最適消
費・投資問題を無限時間範囲で考察した．対
応するハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式
の解の存在と一意性をリスク回避的，リスク
志向的それぞれの場合に示し，強検証定理を
示した．強検証定理を示すにあたって，許容
戦略のクラスをハミルトン・ヤコビ・ベルマ
ン方程式の解を用いて規定したため，解の一
意性を示す事が肝要であった． 
(12) ベクトル値確率過程の一部の成分を既
知とした場合の確率最適輸送問題(以下
KRSOTP)の解は，ベクトル値確率変数の一部
の成分を既知とした場合の最適輸送問題に
よって逐次的に構成される非減少三角写像
である Knothe-Rosenblatt rearrangement の
確率版である．KRSOTP の双対定理を粘性解に
よる枠組みを用いて既知の結果より弱い仮
定の下で証明することに成功した．これによ
り，KRSOTP の双対問題の最大化列の半凸性が
証明できる場合には，KRSOTP の最適解のドリ
フトベクトルを粘性解の微分の関数の極限
として特徴付けられることを示した．また，
確率最適輸送問題のゼロ雑音極限による
KRSOTP の最小解の特徴づけも与えた． 
(13) 解の滑らかさが期待できない，様々な
準線形偏微分方程式や集合値をとる非線形
偏微分方程式に対する解の存在及び解の漸
近挙動（大域アトラクターの構成等）を非線
形発展方程式論の立場から解明した． 
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