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研究成果の概要（和文）：本研究では，漸近的手法や無限次元力学系の理論を駆使し，非線形偏微分方程式の解の長時
間挙動や安定性，および解に現れる特異性の研究を総合的な立場から行った．具体的には，以下のテーマに重点を置い
た．　(1) 種々の進行波と波面の広がり現象の研究　　(2) 解の漸近挙動に関する定性的考察　　(3) 非線形拡散方程
式の特異極限と界面運動の研究
これらのテーマには，非線形Stefan問題などの自由境界問題も含まれる．

研究成果の概要（英文）：In this research project, I made a sytematic study of the long-time behavior and 
stability of solutions of nonlinear partial differential equations, and also singularities arising in 
those solutions, by using asymptotic methods and the theory of infinite dimensional dynamical systems. 
More specifically, I focused on the following topics: (1) Traveling waves and spreading fronts of various 
kinds; (2) Qualitative study of the long-time behavior of solutions; (3) Singular limit of nonlinear 
diffusion equations and the associated interface motion.
These themes include free boundary problems such as the nonlinear Stefan problem.

研究分野：非線形解析学

キーワード： 非線形偏微分方程式　定性的理論　進行波　界面運動　解の爆発　特異極限　自由境界問題
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１．研究開始当初の背景 
ある種の非線形偏微分方程式においては，解
に一種の特異性ないし擬似特異性の「界面」
が生じて空間内を伝播する現象が観察され
る．界面は，しばしば「進行波」という形で
媒質の中を移動し，系の状態変化を周囲に伝
達する役割を担う．この界面が生まれるプロ
セスを明らかにし，その運動の様子を調べる
ことが，多くの複雑な非線形現象を理解する
上での鍵となる．また，解が局所的に無限大
に発散する「爆発現象」も複雑なパターンの
中にしばしば観察される．これらの現象を解
析するには，種々の漸近的手法に加えて，複
雑な非線形ダイナミクスを大域的視点から
理解する枠組みとしての無限次元力学系の
理論が重要な役割を演じる．近年，こうした
幅広い手法を駆使した非線形問題の研究の
必要性が高まっている． 
 
２．研究の目的 
本研究では，漸近的手法や無限次元力学系の
理論を駆使し，さらに必要に応じて数値シミ
ュレーションも併用しながら，非線形偏微分
方程式の解の長時間挙動や安定性，および解
に現れる特異性の研究を総合的な立場から
行うことをめざした．具体的には，以下のテ
ーマに重点を置いた． 
 
(1) 種々の進行波と波面の広がり現象 
(2) 解の漸近挙動に関する定性的考察 
(3) 拡散方程式の特異極限と界面運動 
 
これらのテーマの概要を以下に述べる． 
 
(1) 種々の進行波と波面の広がり現象 
ここ十数年来，空間非一様な媒質中の進
行波への関心が高まり，世界各地で盛ん
に研究が行われている．しかしこれまで
の研究は，主として単独方程式が対象で
あり，しかも比較的単純なケースに限ら
れていた．本研究では，空間非周期的な
場における進行波や，多重安定型方程式
における波面の広がり運動など，これま
で研究が進んでいない問題の解明を目
指した． 

 
(2) 解の漸近挙動に関する定性的考察 
放物型方程式の解の漸近挙動について
は多くの研究があるが，退化した拡散方
程式や非局所項を含む方程式について
は，研究があまり進んでいない．本課題
研究では，こうした問題に取り組んだ． 
 

(3) 拡散方程式の特異極限と界面運動 
ある種の非線形拡散方程式においては，
方程式内のパラメータを限りなく0に近
づけた特異極限下で不連続な遷移層（界
面）が現れる．拡散方程式の特異極限に
ついては多くの文献があるが，遷移層の
生成の仕方や，遷移層付近での解のプロ

ファイルを詳細に評価したものは比較
的少ない．本課題研究では，遷移層付近
での解のプロファイルについて詳しい
解析を試みた． 

 
なお，本研究では，上記のテーマの他に，
当初は細胞電気生理学における3次元モデル
を扱う予定であった．しかし研究を始めた早
い段階で，この問題と密接に関連し，しかも
電気生理学の分野でより重要なバイドメイ
ンモデルについて新しい発見が得られる可
能性が高まった．そこで研究の対象をバイド
メインモデルに切り替えたが，これは偏微分
方程式でなく擬微分方程式なので，本研究課
題と切り離して，萌芽研究のテーマとして扱
うことにした． 
 また，本研究では，非線形熱方程式の解の
爆発現象も中心テーマの一つであった．実際，
爆発問題についても精力的な研究を行い，ソ
ボレフ臨界型の熱方程式について幾つかの
重要な知見が得られたが，上に述べた他のテ
ーマの研究に当初の予想を超える進展があ
ったため，それらの研究をまとめる作業を優
先して，解の爆発問題の研究は，平成 28 年
度から開始した新しい課題研究に引き継ぐ
ことにした 
 
３．研究の方法 
本研究では多くの問題を扱ったが，とくに進
行波や界面運動の研究に重点を置いた．多く
の場合，最大値原理，とりわけ強最大値原理
が，解の定性的性質の解明に重要な役割を果
たした．とくに空間 1次元の場合には，最大
値に基づく交点数非増大則と無限次元力学
系の理論を組み合わせる手法が予想以上の
威力を発揮した．後で述べる進行テラス解の
研究と，曲線短縮流に対する自由境界問題の
研究がその例である．通常の解析手法に加え
て，無限次元力学系の視点を活用するのが本
研究の特色である． 
本研究は，海外の研究者との共同研究が多
かったので，研究遂行にあたり，メール等で
の研究連絡に加えて，海外の研究者を招へい
したり，海外の大学を訪れて緊密な連携をは
かった．また，定期的に東京大学でセミナー
を開くとともに，国際研究集会とサマースク
ールを毎年開催して関連分野や他分野の研
究者との研究連絡を活発に進め，同時にわが
国の若手研究者の啓発に努めた． 
 
４．研究成果 
 
非局所項をもつ質量保存型方程式の長時間
挙動：非局所的な非線形項をもつ質量保存型
の微分方程式を考え，解のω極限集合の構造
を調べた（文献①）．この研究は，質量保存
型 Allen-Cahn 方程式に対する特異極限問題
と密接に関連しており，初期時刻の直後に起
こる界面の生成現象の解明に役立つと期待
される． 



 
曲線の曲率運動方程式に対する自由境界問
題：半平面 y > 0 上の駆動項付き曲線短縮流
に対する自由境界問題を考えた．曲線の両端
点は直線y=0の上を一定の接触角を保ちなが
ら動く．本研究では，曲線の挙動が 3種類に
分類されることを示すとともに，それぞれの
場合について解の挙動を詳しく解析した（文
献②）． 
 
双曲空間上の非線形拡散方程式：双曲空間
H^n 上の非線形拡散方程式に現れる波面の広
がり現象を考察し，ユークリッド空間の場合
の結果と比較することで，空間の幾何学的性
質が解の挙動にどのような影響を及ぼすか
を調べた．また，ユークリッド空間の平面波
に対応する概念として「ホロ球面波」という
概念を導入し，その性質を調べた（文献③）． 
 
KPP 方程式における波面の広がり速度を最大
化する問題：空間 2次元の KPP 型拡散方程式
で非線形項の係数が空間周期的な帯状の非
一様性を有するものを考え，波面の広がり速
度を最大化する
係数を決定する
問題を考察した．
その結果，速度
を最大化する係
数は関数のクラ
スには存在せず，
等間隔に平行に
並んだ直線族の上に台をもつ特異測度にな
ることを示した（文献④）．この結果を導く
過程で，測度を係数にもつ拡散方程式の進行
波に関する一般論を確立した． 
 
非線形 Stefan問題の解の正則性と漸近挙動： 
空間多次元KPP型非線形拡散方程式に対する
1相Stefan問題の自由境界の正則性と解の漸
近挙動を論じた．具体的には，台が有界な初
期値から出発した解の自由境界が必ず有限
時間で滑らかになること，および，長時間経
過後の自由境界が，次第に球面に近づくこと
を示した（文献⑤）． 
 
空間 1次元非線形拡散方程式に現れる進行テ
ラス解：空間周期的で多重安定な非線形項を
もつ R 上の半線形拡散方程式を考え，
Heaviside 関数型の初期値から出発した解は，
複数の波面が層をなして進む「進行テラス
解」と呼ばれるものに近づくことを示した
（文献⑥）． 
 
空間非周期的な媒質中の進行波： 
境界がノコギリの歯状をした2次元帯状領域
における界面（曲線）の曲率運動方程式を考
え，そこに現れる進行波の性質を調べた．そ
の結果，境界の空間形状がエルゴード的であ
れば進行波の平均速度が存在することを示
すとともに，境界の形状がさらに非周期的な

場合には，平
均速度が 0 と
いう奇妙な進
行波が存在し
うることを示
し，この現象
を “virtual 
pinning” と
名付けた（文
献⑦）． 
 
退化した拡散方程式が生成する無限次元力
学系の研究：退化した拡散方程式の解の挙動
は，非退化型方程式の解の挙動と大きく異な
ることはよく知られているが，これまでその
違いを力学系の立場から扱った研究は少な
かった．本研究では，porous medium 型の退
化拡散方程式において，不安定平衡解 u=0 
の不安定多様体のハウスドルフ次元が，たと
え有界領域の場合でも常に無限大であるこ
とを示した（文献⑧）． 
 
非線形拡散方程式の特異極限下に現れる遷
移層の形状の研究：Allen-Cahn 型の非線形拡
散方程式においては，ある種の係数を$0$に
近づけた特異極限で不連続な界面が現れ，そ
の運動が平均曲率流に支配されることが知
られている．しかしながら，特異極限の近く
で現れる急峻な遷移層の形状が，形式的漸近
展開から予想される形状と一致するかどう
かは，特殊なケースを除いて未解決であった．
今回の研究で，実際の遷移層の形状が，1 次
近似のレベルでは形式的漸近展開と一致す
ることを確かめた（文献⑨）． 
 
Allen-Cahn 型方程式の平面波の安定性：全空
間 R^N 上の Allen-Cahn 型非線形拡散方程式
に現れる平面波が，有界ではあるが必ずしも
小さくない摂動に対して漸近安定であるか
どうかを論じた．今回の研究では従前の結果
を拡張し，空間的に一意エルゴード的な任意
の摂動を受けた界面が，t→∞ のとき平面波
に一様収束することを示した（文献⑩)． 
 
強順序保存力学系とスパイラル結晶成長：中
村は強順序保存力学系のあるクラスにおけ
る非有界な全軌道の性質を明らかにすると
ともに，得られた結果をスパイラル結晶成長
のモデルを含む非線形放物型方程式に適用
して，時間周期的なプロファイルを持つ非有
界な時間大域解の一意存在および漸近安定
性を示した（文献⑪）． 
 
KPZ 方程式の研究：舟木は，界面揺動を記述
する Kardar-Parisi-Zhang(KPZ)方程式を考
察した．形式解の Cole-Hopf 変換を考えるこ
とにより，方程式は乗法的ノイズを持つ線形
確率熱方程式に帰着されるが，その幾何的ブ
ラウン運動の分布が不変測度であることを
示した（文献⑫）． 
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