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研究成果の概要（和文）：本研究は，錐最適化問題の１つである「二重非負値行列錐上の最適化問題」に対する新規性
の高いアルゴリズムを提案することを目的としている．錐最適化問題とは，線形計画問題や，半正定値計画問題を含む
，幅広い凸最適化問題である．近年組合せ最適化問題に対する半正定値緩和の有効性が数多く報告され，商用ソフトウ
ェアも開発されているが，申請者らの最近の実験で，この緩和をより厳しくした二重非負値緩和が，極めて強力である
ことが分かった．ただし既存のアルゴリズムでは現実的な時間内でこの緩和問題を解くことが困難であるため，新しい
発想に基づくアルゴリズムを提案し，その実装と高速化に取り組んだ．

研究成果の概要（英文）：The aim of this study is to propose new algorithms for solving a conic 
optimization problem, the doubly nonnegative optimization problem which is an optimization problem over 
the doubly nonnegative cone. Conic optimization includes a wide range of convex optimization problems, 
e.g., linear programs and semidefinite programs. There have been many studies that provide evidence of 
effectiveness of the semidefinite relaxation for combinatorial optimization problems and several 
commercial software packages for solving semidefinite programs have been developed. Our recent 
experiments showed that a tighter relaxation, the doubly nonnegative relaxation, is quite efficient for 
some classes of combinatorial optimization problems. However, in spite of its efficiency, it sometimes 
takes a quite long time to solve the doubly nonnegative programs using existing algorithms. To overcome 
the difficulty, we proposed an algorithm based on a new idea, implemented and improved it.

研究分野： 数理最適化

キーワード： 錐最適化　二重非負値行列錐　半正定値緩和問題　共正値緩和問題　内点法　組合せ最適化
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１．研究開始当初の背景 
（１）組合せ最適化問題に対する半正定値緩
和について 
数多くの 0-1 整数計画問題群の中で，特に 2
次割当問題は，巡回セールスマン問題や施設
配置問題などの多くの NP 困難な問題を含み，
点数 30 の問題ですら未だに最適解が得られ
ていない非常に困難な問題として知られて
いる．近年，半正定値緩和を用いた新たな下
界値や最適解が次々に報告されており，組合
せ最適化問題に対する半正定値緩和の有効
性が注目されている． 
（２）二重非負値緩和に着目する理由： 半
正定値緩和における変数行列の非負条件 
0-1 整数を表現するために上記で導入した対
称行列 X に注目すると， X が半正定値であ
るという条件の他に，要素が全て非負である
という条件をさらに加えられることがわか
る．このように，半正定値かつ要素がすべて
非負である行列は，二重非負値 (doubly 
nonnegative)行列と呼ばれる． 
申請者らは，従来の半正定値制約に加え，各
要素に対する非負制約を加えた二重非負値
緩和によって，解の精度がどの程度改良され
るかについて着目した． 
n 次行列 X について「 X は二重非負値」で
あるという条件は，「 XY  ，X は半正定値，
Yの各要素は非負」という条件と等価である．
さらに「Yの各要素は非負」であることは，
Yの各要素を対角成分にもつ，nの 2 乗次数
の対角行列 diag(Y )が半正定値であることと
等価である．よって二重非負値制約は行列

X diag(Y )の半正定値制約として記述する
ことができ，SDPA や SeDuMi などの既存の
半正定値計画問題を解くソルバーを適用し
て緩和問題を解くことができる． 
（３）二重非負値緩和に対する予備的実験か
ら得られた知見①： 緩和解の極めて高い精
度 
上述の考え方を用いて，2 次割当問題のライ
ブラリ QAPLIB 上の 12 題の問題に対する二
重非負値計緩和による効果を調べるため，
SDPA Online Solver を用いて予備的な計算実
験を行った．使用した例題は最小化問題であ
るので緩和により下界値が得られるが，いず
れの問題においても半正定値緩和より遥か
に精度の高い，95％以上の下界値が得られて
いる． 
（４）二重非負値緩和に対する予備的実験か
ら得られた知見②： 半正定値制約表現の限
界 
一方で半正定値制約を用いた問題の記述に
は限界がある．上述の実験結果では，いずれ
の問題でも，半正定値緩和に比べ，二重非負
値緩和の計算コストが極めて高いことがわ
かった．これは 次行列の二重非負値制約を，
n の 2 乗次数の行列の半正定値制約で表現し
たことに依拠している．n 次行列を変数とす
る半正定値計画問題の 1 反復あたりの計算量
は の 6 乗のオーダーであり，n の 2 乗次数の

半正定値制約表現を用いた二重非負値緩和
の場合では，n の 12 乗のオーダーに上る．半
正定値制約表現を必要としない，新たなアル
ゴリズムを考える必要がある． 
 
２．研究の目的 
（１）二重非負値行列錐上の最適化問題を解
く，新しいアルゴリズムの開発 
以上の考察から，本研究では，二重非負値行
列錐上の最適化問題を解くための，半正定値
制約表現を用いない新しいアルゴリズムの
提案と，ソフトウェアの開発を目的とする． 
半正定値制約表現を用いないことは，二重非
負値行列制約を数値的に直接扱うことを意
味する．1990 年代以降の約 20 年間，半正定
値計画問題など錐最適化問題に対するアル
ゴリズムは，すべて主双対内点法を基に提案
されてきた．主双対内点法は，錐とその双対
錐が一致する，自己双対錐を対象とするアル
ゴリズムである．しかし二重非負値行列錐は
自己双対性を保持せず，主双対内点法は適用
できない．アルゴリズムの提案には，主双対
内点法とは全く異なる着想が必要である． 
（２）新しいアルゴリズムの鍵：二重非負値
行列錐上の自己整合障壁関数 
二重非負値行列錐は自己双対錐ではないが，
双曲錐である．双曲錐上では，アルゴリズム
の開発上，強力なツールとなる自己整合障壁
関数が存在することが知られている．自己整
合障壁関数の有効性は，理論的に裏付けられ
ているものの，数学的な議論の枠内に留まり，
数値実験が行えるほど十分な議論は行われ
ていない．本研究では不足している議論を補
い，現実的な条件下で有効なアルゴリズムの
提案とソフトウェアの開発を行う． 
 
３．研究の方法 
本研究の研究計画・方法は大きく分けて以下
の４つに分かれる． 
【1】二重非負値最適化問題に関する基礎理
論の構築とアルゴリズムの設計： 
既存の論文や海外における研究者との議

論から必要な情報を収集し，二重非負値最適
化理論的な成果を導く．また研究分担者と，
各専門知識に基づく議論を行うことで，アル
ゴリズムの独自性を高める． 
【2】二重非負値最適化問題を解くアルゴリ
ズムの実装： 

SDPA プロジェクトなど，錐最適化問題の
数値計算における世界的第一人者である連
携研究者の協力のもと，アルゴリズムの実装
に取り組む． 
【3】組合せ最適化問題等に対する二重非負
値緩和の計算機実験： 
組合せ最適化に詳しい研究分担者の協力

のもと，二重非負値緩和を用いて，未解決の
組合せ最適化問題の求解を試みる． 
【4】研究成果の公開： 
国内外の会議で成果を発表する． 
 



４．研究成果 
上述の各研究計画に従い，二重非負値最適化
問題に関する基礎理論の構築とアルゴリズ
ムの設計を行うとともに，実際のアルゴリズ
ムの実装，ならびに組合せ最適化問題等に対
する緩和効果の計算機実験を行った．具体的
には，以下の「５．小野な発表論文等」に挙
げる論文あるいは発表として報告した． 
 
【1】二重非負値最適化問題に関する基礎理
論の構築とアルゴリズムの設計： 
〔雑誌論文〕③，⑨，⑫ 
〔学会発表〕⑪，⑫，⑭，⑲ 
【2】二重非負値最適化問題を解くアルゴリ
ズムの実装： 
〔雑誌論文〕⑤，⑦，⑪ 
〔学会発表〕⑤，⑨，⑬，⑮，⑯，⑰，⑱ 
【3】組合せ最適化問題等に対する二重非負
値緩和の計算機実験： 
〔雑誌論文〕①，②，④，⑥ 
〔学会発表〕①，②，③，④，⑥，⑦，⑧ 
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