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研究成果の概要（和文）：物理学者の Alday-Gaiotto-立川によって、ゲージ理論とW代数との対応が発見された。これ
を、数学的に厳密な立場から「インスタントンの枠付きモジュライ空間の上で、同変コホモロジー群を考えると、それ
がW 代数の表現の構造を持ち、様々なコホモロジー類が、W 代数の頂点作用素などを用いて書き下される」と理解し、
これに関連した研究を行った。特に、Braverman-Finkelbergとの共同研究で、ADE型のインスタントンの枠付きモジュ
ライ空間のUhlenbeck部分コンパクト化の同変交叉コホモロジーに期待される表現の構造を定義した。

研究成果の概要（英文）：A duality between gauge theories and W-algebras was found by physicists 
Alday-Gaiotto-Tachikawa. We understand it as a mathematically rigorous statement that the equivariant 
cohomology group of a framed moduli space of instantons has a structure of a representation of a 
W-algebra, and various cohomology classes are described as vertex operators of the W-algebra. We study 
several results in this direction. In particular, jointly with Braverman-Finkelberg, we prove that the 
equivariant intersection cohomology group of a framed moduli space of instantons (more precisely its 
Uhlenbeck partial compactification) has an expected structure of a representation.
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１．研究開始当初の背景 

(1) 2010 年に代表者は、Göttsche-吉岡との共
同研究で、4 次元のゲージ理論にあらわれる
Donaldson 不変量と Seiberg-Witten 不変量
が等価であるという、Witten の予想を代数曲
面の場合に証明した。これをさらに深化させ
ることを考える。 

 

(2) また、物理学者の Alday-Gaiotto-立川に
より、4 次元のゲージ理論と 2 次元の共形場
理論の間に関係があるという、いわゆる AGT

対応が発見された。この対応は仮想的な 6 次
元の場の理論の存在からの帰結であり、数学
的に厳密な証明にはほど遠い。そこで、4 次
元と 2 次元の理論を、幾何学的表現論の手法
を用いて結びつけることを考える。 

 

２． 研究の目的 

 

(1)４次元多様体上のインスタントン、もしく
は代数曲面上の連接層の全体をパラメトラ
イズするモジュライ空間は、豊富な構造を持
つことが知られている。特に、望月拓郎や代
表者とその共同研究者の研究を通じて、楕円
曲線や保型形式とのつながりが明らかにさ
れた。本研究の一つの目的は、このつながり
をさらに深化させることである。 

 

(2)また、最近、物理学者の Alday-Gaiotto-

立川によって発見されたゲージ理論と W 代
数との対応を、数学的に厳密な立場から理解
し、さらに W 代数の表現論に応用すること、
そして上の代表者等の研究と結びつけるこ
とが次の目的である。 

 

３． 研究の方法 

 
(1)Witten の予想については、simple type と
は限らない場合に保形形式を用いて二つの
不変量をつなげる公式を証明することを試
みる。 

 

(2)AGT 対応については、代表者が今まで用
いてきた箙多様体の同変 K 群への量子ルー
プ代数の表現の構成の方法を修正しつつ適
用することを試みる。 

 
４．研究成果 
 
Witten 予想の研究については、当初期待して
いた成果が得られなかった。AGT 対応に関し
ては以下のような成果を各年度に得た。 

 
2011 年度においては、AGT 対応に関して、
shifted Yangian の表現と手鋸箙多様体の同
変コホモロジーの関係について研究した。こ
れは本来の AGT対応がアファイン型であるの
に対し、有限型と考えられる。また、有限型
とアファイン型の一番の大きな違いは、有限
型の場合には余積が、 Yangian 代数に、代

数的に定義されていたことであった。この違
いを埋めるために、一方で、アファイン型 
Yangian代数の余積の代数的な定義を考察し、
これも成功することができた。 
 
2012 年 度 は 、 A 型 の 場 合 の
Maulik-Okounkov, Schiffmann-Vasserot に
よって与えられた証明を一般の群に拡張す
るために、枠組みを偏屈層に関する双曲的制
限関手の考察であるととらえて、証明のため
の枠組みを与えた。さらに、モジュライ空間
の基本類の性質を調べるために、W 代数に関
して、通常のパラメータは複素数であると考
えて定義される代数を、多項式環上で定義す
る必要が生じた。これは、Feigin-Frenkel の
構成を、多項式環上で実行することになり、
証明の細部を与えた。 
 
2013 年度は、双曲的制限関手の性質を、
Braverman-Finkelberg と共同で研究し、一
番大切な偏屈層が偏屈層に移されるという
性質を証明した。これを用いて ADE 型インス
タントンのモジュライ空間の同変交叉コホ
モロジーの上に W代数の表現の構造を構成し
た。 
 
2014 年度は、当初の研究目的にはなかった
が、新しく 3 次元の N=4 超対称ゲージ理論
のクーロン枝の研究を始めた。ゲージ理論の
クーロン枝は、(一般には特異点をもつ)超ケ
ーラー多様体であり、物理学者が研究してい
たが、その数学的に厳密な定義を与える試み
である。特に、複素射影直線から超ケーラー
商へのゲージσ模型をとり、そのモジュラ
イ・スタックの自然な消滅サイクルに係数を
もつコホモロジーを考える。その次元を重み
付 き で 計 算 し 、
Cremonesi-Hanany-Zaffaroni が物理学的な
考察で導き出していたモノポール公式と一
致していることを検証した。 

 

2015 年度は、クーロン枝の考察をさらに進
め、Braverman-Finkelberg との共同研究で、
上のコホモロジーの上に(ある条件のもとで)

可換環の構造を導入し、そのスペクトラムと
して、クーロン枝をアファイン代数多様体と
して定義することを提唱した。特に、箙ゲー
ジ理論のクーロン枝を、具体的な複素シンプ
レクティック多様体と 
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