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研究成果の概要（和文）：一変数のモジュラー形式について，そのフーリエ級数の合同式，微分方程式との関連から，
楕円曲線に付随するヘッケ形式でエータ積で書けるようなものを取り出すこと，また周期多項式と二重ゼータ値との関
係，アフィン頂点作用素代数への応用，などの成果を得た．また多重ゼータ値については，高さが 1 の多重ゼータ値
を，1を指数に含まない多重ゼータ値で明示的に書き表す公式，荒川金子ゼータ関数の補完的類似物の発見とその諸性
質，そして，有限多重ゼータ値についての基本的性質および，対象多重ゼータ値を定義しての主予想の提示，などを行
った．

研究成果の概要（英文）：For modular forms of one variable, we obtained some congruence results on Fourier 
coefficients of certain　meromorphic modular forms, constructed newforms associated to elliptic curves 
over the rationals which can be written as eta products via differential equations satisfied by　modular 
forms, and found relations between period polynomials of modular forms and double zeta values of level 2. 
This last result creates a bridge between modular forms and multiple zeta values. For multiple zeta 
values proper, we obtained a formula for the height one MZV in terms of MZVs of maximal height, defined 
and studied a kind of sibling function of the so called Arakawa-Kaneko zeta function, and studied basic 
properties of finite multiple zeta values. Notably, by introducing symmetric multiple zeta values, we 
proposed an astonishing main conjecture in the theory of finite multiple zeta values.

研究分野：代数学
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１．研究開始当初の背景 
  数学・物理学のいくつかの分野において，
ときに意外な形，場面で登場しては研究者を
惹きつけ続けている，一変数のモジュラー
形式，また多重ゼータ値について，研究代
表者が本研究開始当初までに連携研究者や
海外共同研究者と共に行ってきた，超幾何
微分方程式，共形場理論，ミラー対称性
（の楕円曲線版），位相不変量，ガロア表
現などと関係するようなモジュラー・準モ
ジュラー形式，多重ゼータ値の研究，とくに
モジュラー関係の研究については開始以前
の 5 年間の基盤（B）による研究，また多重
ゼータ値については大学院生らと共に 10 年
以上にわたり行ってきた共同研究，を背景と
して研究を開始した． 
 
２．研究の目的 
  古典的対象であるにもかかわらず，様々
な分野でときに意外な形で登場する一変数
のモジュラー形式や多重ゼータ値について，
前の研究より引き継ぐ疑問，「何故それがモ
ジュラーになるのか? また何故そこにモジュ
ラー形式や多重ゼータ値が現れるのか?」 と
いう問を根底の問題意識としながら，前項
で述べた，これまでのかなり広範な研究を
基盤に，さらに視野を拡げながら，一層の深
化と新しい立脚点の発見を目的とした．具体
的な研究項目として次の 5 つを立てた．(1) 
多重アイゼンシュタイン級数とモジュラー
形式，ガロア表現の研究. (2) ある種の超幾
何型微分方程式の解であるモジュラーおよ
び準モジュラー形式の研究 . (3) 共形場理
論，無限次元リー代数に現れるモジュラー
形式の研究. (4) ミラー対称性の楕円曲線版
と頂点作用素代数.さらに一般のミラー対称
性と弦理論. (5) 種々の位相不変量とモジュ
ラー形式,多重ゼータ値.  これら個々の項目
の理解と新たな展開，および相互関連の理解
深化が目的である． 
 
３．研究の方法 
  連携研究者や海外共同研究者との議論や
研究連絡を通してそれぞれの観点の理解を
深めつつ，関連する分野の世界各地でのシン
ポジウムの報告集や，プレプリントなど，新
しい情報の収集につとめ，検討を行った．ま
た数式処理ソフトを使った計算機実験を行
い新たな現象の発見を目指した． 
 
４．研究成果 
  主として研究代表者の研究成果を記し，最
後に連携研究者の成果を抜粋して記す． 
  (1) 楕円モジュラー関数の実2次点での値
に関する以前の研究に関連して，実 2次無理
数の caliber についての研究を継続して行
い，特別な形の判別式について caliber の 4
を法とする値を決めた．これを森との共著論
文として発表した．さらに，全ての判別式に
ついて，2 を法とする値を完全に決定した．

これは坂田，武内との共著論文にまとめ，現
在投稿中である． 
  (2) モジュラー形式についての Garthwaite の
定理の一般化を証明し，それを応用して，あ
る種の重さの低い有理型モジュラー形式の
フーリエ係数について，素数を法とする合同
式を証明した．これはハワイ大学の 
Guerzhoy によって大きく発展させられた．
我々の結果は本多との共著論文として発表
した． 
  (3) Martin-Ono による，楕円曲線に付随
する newform であってエータ積で書けるよ
うなものの分類（それらは有限個である）を，
全く別の観点，すなわちこれまで長く研究し
てきたモジュラー形式の満たす微分方程式
から楕円曲線を取り出すという方法で再構
成した．境との共著論文として発表した．こ
の仕事は非常に mysterious であり，今後の
解明が待たれる． 
  (4) 深さが 2 の多重ゼータ値（2 重ゼータ
値）とモジュラー形式との関係に関する以前
の研究(Gangl-Kaneko-Zagier) をレベル2の
場合に一般化し，周期多項式と 2重アイゼン
シュタイン級数の関係をこの場合にも確立
した．田坂との共著論文として発表した． 
  (5) Zagier と共同で研究中である「有限
多重ゼータ値」に関連して，それが multi- 
poly-Bernoulli 数で書けるという結果を得
た．この数についての基礎的な性質と共に今
冨，武田との共著論文にまとめ発表した． 
  (6) 高さが 1の多重ゼータ値を，インデッ
クスに 1を含まないような多重ゼータ値（”
maximal height”）のある対称的な和で表す
公式を，いわゆる Arakawa-Kanaeko ゼータ関
数を用いて証明した． そこでは発散の正規
化の議論を用いる．また，正規化版の和公式
も証明した．ここにも高さが 1の多重ゼータ
値が現れる．さらに，同じ重さを持つ maximal 
height の多重ゼータ値全ての和の母関数が，
2 のみをインデックスにもつ等号付き多重ゼ
ータ値と3のみをインデックスにもつ多重ゼ
ータ値の母関数によって表されるという公
式を発見，証明した．これはホフマン予想（ブ
ラウンの定理）を思い出させる興味深いもの
であり，深さも動かしたときの 2変数の母関
数がどうなるか，など，更なる考察の余地が
あり発展が期待される．これらの成果は坂田
との共著論文として発表した． 
  (7) ある種の微分方程式を満たすモジュ
ラー形式の理論が，ある型のアフィン頂点作
用素代数の分類に応用が出来ることを示し
た．具体的には，正整数レベルをもつアフィ
ン頂点作用素代数で指標の次元が5以下のも
のをすべてリストアップし，その指標の空間
の基底がモジュラー微分方程式の解で張ら
れることを示した．一般には，指標はあるモ
ジュラー微分方程式の解であることが知ら
れているが，解全体が丁度指標の空間に一致
する場合とそうでない場合がある．5 次元以
下の場合は常にそうであることを示したの



が本研究で，6 以上の状況について調べてい
くのが今後の課題である．成果は有家，永友，
境との共著論文として発表した． 
  (8) いわゆる Arakawa-Kaneko ゼータ関数
とある意味で表裏一体であるような新たな
ゼータ関数を津村と共同で研究した．解析接
続 な ど 基 本 的 な 性 質 の 他 ， 本 来 の 
Arakawa-Kaneko ゼータ関数との関係，多重ゼ
ータ値や多重ゼータスター値との関係など，
多くの興味深い結果を得ている．津村との共
著論文は現在投稿中である． 
  (9) 有限多重ゼータ値を新たな枠組みで
研究することを Zagier と共同で始め，数々
の結果を得た．なかでも，有限多重ゼータ値
に対応すると考えられる実数値の対象を導
入し，「主予想」と呼ぶべき基本予想を提出
した．数理研講究録の別冊に間もなく出版予
定の日本語論文は書いたものの，Zagier と
の英語論文の執筆は遅れている． しかしな
がらその内容は既に多くの数学者により咀
嚼され発展させられつつある．本研究課題の
中での最大の（かつ当初は全く予期しなかっ
た）成果と言ってよいかも知れない．  
 
  その他，連携研究者の成果として，トーラ
ス結び目の量子不変量の１の冪根における
値はモジュラー形式に近い性質を持つが，そ
れについて新しいｑ級数の公式を得た．量子
クラスター代数を用いてR行列の構成を試み，
１の冪根においてKashaev のR行列が得られ
ることを具体的に示した． N=2 超対称共形場
理論の指標はモックテータ関数の例となっ
ているが，ある指数のヤコビ形式を共形場理
論の指標で展開することによって非BPS状態
数はモックテータ関数のフーリエ係数で書
き表せる．この非 BPS 状態数が新しいムーン
シャイン現象を示すことを指摘した（以上樋
上）．多くの頂点作用素代数の指標はモジュ
ラー微分方程式の解の基本系であるが，アフ
ィン頂点作用素代数の中でも単純加群の数
が 20 以下のものを考察し，幾つかの場合を
除いて対応するジュラー微分方程式を求め
た．さらに，モジュラー微分方程式の解の基
本系とならない場合も確定した（以上永友）．
双曲結び目の Kashaev invariant (N-colored 
Jones polynomial)の N を無限大にしたとき， 
主要項に双曲結び目の体積があらわれると
いうのが体積予想であるが，次の項には結び
目の twisted Reidemeister torsion が現れ
ると予想されている．大槻との共同研究によ
り，2-bridege knots のある適切な図式から
twisted Reidemeister torsion を与える組み
合わせ的方法をあたえた．更に，その図から
Kashaev invariant の N を無限大における 
2 番目の項をあたえると予想される項の組み
合わせ的計算手法を与え，ある仮定のもとで
それらが一致することを示し，７交点までの
双曲 2-bridge knots についての twisted 
Reidemeister torsion があらわれるという
予想が正しいことを示した（高田）．エンリ

ケス曲面のなかに射影幾何学で Reye 合同と
呼ばれる構造を持つクラスがあるが，これを
３次元カラビ・ウ多様体の場合に考えてミラ
ー対称性を調べた結果，Reye 合同型カラビ・
ヤウ多様体が，双有理ではないが導来同値で
ある別の３次元カラビ・ヤウ多様体と対(フ
ーリエ・向井対)をなして現れることを発見
した．また，フーリエ・向井対をミラー対称
性の視点から考察する目的で，Reye 合同型カ
ラビ・ヤウ多様体に対するミラー多様体の族
を具体的に構成した．さらに，族のモノドロ
ミーを明示的な計算によって決定して報告
した（以上細野）．空間グラフの横田不変量
を用いてハンドル体結び目の量子不変量を
構成した．量子パラメータが１の冪根の場合
の SL(2, C) の量子群の整でない最高ウェイ
ト表現に対応する量子 6j 記号を求め，双曲
四面体の体積との関係を明らかにした．さら
に，一般化された双曲切頭四面体の体積を求
める公式を与えた（以上村上）．代数体の幾
何学的ガロア表現の「ヘッケ体」が，基礎体
の多くの有限素点に対し，そこでのフロベニ
ウスの跡だけで生成される事を証明した．ま
た，代数体の l 進表現の合同について研究し，
応用として，代数多様体のエタールコホモロ
ジーや保型形式から来る表現について
「Rasmussen-Tamagawa 型」の結果を得た（以
上田口）． 
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