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研究成果の概要（和文）：数論、代数幾何学、微分幾何学、トポロジー、それに数理物理、素粒子論を中心として、非
可換な対象物を扱い、新しい幾何学の流れを構築することを目標に置いている。本研究の特徴は、基軸となる研究であ
る変形量子化問題と非可換幾何学を推進し、これによる微分幾何学の非可換化（量子化）手法を確立させ、それを発展
させるというまったく新しい立場からの研究を行うことにある。特に、Non-formal deformation quantizationの手法
を用いて、数学および素粒子物理学との融合研究を進め、この分野の国際的なネットワークを構築することを目的とし
ている。

研究成果の概要（英文）：The aim is to study the non-commutative objects in Number theory, algebraic 
geometry, differential geometry, topology and mathematical physics including particle physics and to 
propose new idea in geometry. The features of this study is to hire the theory of deformation 
quantization and non-commutative geometry and develop them to apply several research topics. In 
particluar, we construct a new method of non-formal deformation quantization to cooperate with 
theoretical physics, including particle physics and string theory. We also establish an international 
research network in this research area.

研究分野：微分幾何学

キーワード： 非可換幾何学　変形量子化　シンプレクティック幾何学　岩沢理論　非可換多様体　離散幾何学　T-双
対性　一般幾何学

  ３版
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１．研究開始当初の背景 
幾何学研究分野の新しい方向の一つは、素
粒子物理学をバックグランドにした「幾何
学の量子化」の問題である。実際、共形場・
位相場理論、カテゴリー論、非可換ゲージ
理論、超弦理論等、幾何学および物理学に
おいてその兆候が表れていると考えられる
が、統一した考え方や方法論が確立してい
るわけではない。本研究は、この新しい研
究の流れに向かって、量子微分幾何学の構
築とその展開を行い、幾何学および理論物
理への貢献を目指すものである。本研究の
特徴は、基軸となる研究である変形量子化
問題と非可換幾何学を推進し、これによる
微分幾何学の非可換化（量子化）を確立さ
せ、それを発展させるという全く新しい立
場からの研究を行うことである。 
変形量子化問題は、量子化を純代数的に把
握する概念として、 Flato, Lichnerowicz
他(Deformation theory and quantiztions,  
I,II, Ann. Phys. 111, 1987) によって提
案、シンプレクティック多様体の微分可能
な関数環（ポアソン環）の代数的な変形問
題である。基本となる問題は、与えられた
シンプレクティック多様体の変形量子化の
存在と同値性であったが、これは研究代表
者とその研究グループ(Y.Maeda, et al, 
Weyl manifolds and deformation 
quantization, Adv. Math. 85(1991), 
224-255) 、Lecomte-W.Dewlde、Fedosov に
よって解決された。その構成の鍵となるの
は、Weyl 代数をもとにした「非可換多様体」
が背後にあり、これが本研究を進める重要
なよりどころとなるものである。その後、
Kontseviｃｈ（Deformation quantization 
of Poisson manifolds, Lett. Math. Phys. 
66(2003), 157-216）により、一般のポアソ
ン多様体へ拡張され、その存在問題と同値
性についての解決が得られ、変形量子化の
研究が大きく前進している。ここでは、次
数つき微分代数と quasi-isomorphism の概
念が提案され、グループポイド、オペラド
理論や圏論（A∞圏、導来圏）として代数的
位相幾何学および高次構造の研究への発展
として貢献している。変形量子化問題のも
う一つの主問題は、収束問題である。この
研究は 2つの方向があり、作用素環による
アプローチでは、Riefell の非可換トーラ
スや Wornowich の量子群の研究等がある。
この考え方は、厳密量子化問題として、作
用素環の立場から非可換多様体の研究が進
められている。特に、現在重要な問題とな
っている指数定理の非可換幾何学的アプロ
ーチは、この厳密量子化とＫ理論を非可換
幾何学から見直すものであり、本研究グル
ープの夏目・森吉、Tsygan-Nest 等により
行われ、夏目・森吉は特異空間および境界
のある多様体の指数定理について非可換幾
何学の立場からのアプローチを進めている。
一方で、表現論や幾何学的量子化問題では、

古典力学に沿った「量子化手法」をもとに
幾何学的なヒルベルト空間の上の作用素の
構 成 を 行 う も の で あ り 、 Ｇ
illemin-Sternberg, Boutet de Monvel, 
Unterberger 等が進めた擬微分作用素やフ
ーリエ積分作用素の理論を用いた解析的な
手法である。この手法とともにＢｅｒｅｚ
ｉｎの量子化手法（ｃoherent state によ
る量子化）をもとにして、非可換積を積分
表示として求める普遍量子化問題
(Universal deformation quantization)の
研究も本グループで進められている。本研
究代表者とベルギールーバン大学の
P.Bieliavsky は、ax+b 群等の群作用を用い
た量子化問題から対称空間や等質空間の量
子化等の研究を推進し、非可換対称空間の
構成へ向かっている。変形量子化問では、
複素領域や幾何構造の量子化問題である。
複素シンプレクティック多様体についての
変形量子化問題は。Boutet de Monvel, 
Schapira, Ｄｉｔｏ等の研究がある。フー
リエ積分作用素および代数解析の立場から、
複素シンプレクティック多様体の変形量子
化問題の研究を進め、D 加群、スタックの
概念、＊指数関数の構成や指数定理の代数
解析的アプローチを行っている。Kontsvich
は代数幾何学の立場から代数多様体の変形
量子化問題（nonformal deformation）の研
究を行っている。これらの研究では、収束
性は議論していない形式的変形量子化の立
場である。研究代表者および研究分担者で
ある大森他により、複素 Weyl 代数に基づく
収束変形量子化問題が進められ、＊指数関
数の構成等が行われている。本研究での典
型的な問題は、2 次の指数関数が生成する
複素メタプレクティック群（このような群
は存在しないが）群もどきの対象物の構成
である。マスロフジャーブ等、今までの幾
何学には現れなかった豊富な幾何学的対象
物も出現している。 
２．研究の目的 
変形量子化問題は、量子化を純代数的に把
握する概念として、 Flato, Lichnerowicz
他(Deformation theory and quantiztions,  
I,II, Ann. Phys. 111, 1987) によって提
案、シンプレクティック多様体の微分可能
な関数環（ポアソン環）の代数的な変形問
題である。基本となる問題は、与えられた
シンプレクティック多様体の変形量子化の
存在と同値性であったが、これは研究代表
者とその研究グループ(Y.Maeda, et al, 
Weyl manifolds and deformation 
quantization, Adv. Math. 85(1991), 
224-255) 、Lecomte-W.Dewlde、Fedosov に
よって解決された。その構成の鍵となるの
は、Weyl 代数をもとにした「非可換多様体」
が背後にあり、これが本研究を進める重要
なよりどころとなるものである。その後、
Kontseviｃｈ（Deformation quantization 
of Poisson manifolds, Lett. Math. Phys. 



66(2003), 157-216）により、一般のポアソ
ン多様体へ拡張され、その存在問題と同値
性についての解決が得られ、変形量子化の
研究が大きく前進している。ここでは、次
数つき微分代数と quasi-isomorphism の概
念が提案され、グループポイド、オペラド
理論や圏論（A∞圏、導来圏）として代数的
位相幾何学および高次構造の研究への発展
として貢献している。変形量子化問題のも
う一つの主問題は、収束問題である。この
研究は 2つの方向があり、作用素環による
アプローチでは、Riefell の非可換トーラ
スや Wornowich の量子群の研究等がある。
この考え方は、厳密量子化問題として、作
用素環の立場から非可換多様体の研究が進
められている。特に、現在重要な問題とな
っている指数定理の非可換幾何学的アプロ
ーチは、この厳密量子化とＫ理論を非可換
幾何学から見直すものであり、本研究グル
ープの夏目・森吉、Tsygan-Nest 等により
行われ、夏目・森吉は特異空間および境界
のある多様体の指数定理について非可換幾
何学の立場からのアプローチを進めている。
一方で、表現論や幾何学的量子化問題では、
古典力学に沿った「量子化手法」をもとに
幾何学的なヒルベルト空間の上の作用素の
構 成 を 行 う も の で あ り 、 Ｇ
illemin-Sternberg, Boutet de Monvel, 
Unterberger 等が進めた擬微分作用素やフ
ーリエ積分作用素の理論を用いた解析的な
手法である。この手法とともにＢｅｒｅｚ
ｉｎの量子化手法（ｃoherent state によ
る量子化）をもとにして、非可換積を積分
表示として求める普遍量子化問題
(Universal deformation quantization)の
研究も本グループで進められている。本研
究代表者とベルギールーバン大学の
P.Bieliavsky は、ax+b 群等の群作用を用い
た量子化問題から対称空間や等質空間の量
子化等の研究を推進し、非可換対称空間の
構成へ向かっている。変形量子化問では、
複素領域や幾何構造の量子化問題である。
複素シンプレクティック多様体についての
変形量子化問題は。Boutet de Monvel, 
Schapira, Ｄｉｔｏ等の研究がある。フー
リエ積分作用素および代数解析の立場から、
複素シンプレクティック多様体の変形量子
化問題の研究を進め、D 加群、スタックの
概念、＊指数関数の構成や指数定理の代数
解析的アプローチを行っている。Kontsvich
は代数幾何学の立場から代数多 
３．研究の方法 
Non-formal deformation quantization の
手法を用いた、非可換幾何学への応用とし
て、複素シンプレクティック多様体の収束
変形量子化問題と非可換多様体の構成、
Non-formal UDF による葉層構造の応用、K-
理論と指数定理の非可換幾何学的アプロー
チ、代数的ホモロジー論や圏論による高次
構造(higher structure)、ディラック構造

や一般幾何学(generalized geometry)の量
子化問題とその応用、変形量子化問題によ
る数論への応用、T-対称性、量子場の理論、
非結合多様体の具体的構成について、統合
的な理解を行う。さらに、それを数論、代
数解析、複素シンプレクティック幾何学・
複素ポアソン幾何学の量子化、カテゴリー
論・代数位相幾何学等の数学研究分野およ
び場の量子論や超弦理論等の理論物理研究
分野を含む様々な問題へ応用する。 
４．研究成果 
Ａ）変形量子化問題の研究 本研究では、
変形量子化を数論、量子可積分系、超弦理
論、場の量子論といった物理等への応用を
目指すために、変形量子化問題を形式的な
対象のみならず、収束性の考察を行う。作
用素環でのねじれ接合積を用いた高次元の
非可換球面の構成、Calabi-Yau 多様体や代
数多様体、Sasaki-Einstein 多様体や接触
多様体の非可換化、ツイスター理論の非可
換化とゲージ理論の非可換化の研究を進め
た。 
Ｂ）厳密変形量子化問題と非可換幾何学 
普遍変形公式 Universal deformation 
formulae, （UFD)を発展させ、量子群に対
する厳密 Drinfel'd ツイストの公式を厳
密量子化による UDF 公式から求める。これ
より、非可換対称空間、特に非可換ジーゲ
ル領域の構成や非コンパクトリーマン面の
non-formal な非可換化等へのアプローチ
を進める。特異多様体の指数定理の厳密変
形量子化を用いた非可換幾何学の手法によ
り行った。 
Ｃ）変形量子化問題の双曲幾何学および数
論へのアプローチ 変形量子化と非可換幾
何学の研究者と双曲幾何学および数論への
応用についての連携研究を行うための基盤
整備を行う。岩澤理論や L-関数についての
研究討論を行い、それらの p-進体への拡張
問題を含めた非可換化への有効性について
議論を進めていく。離散化されたシステム
や離散群の作用の剛性等の研究をもとに、
離散群作用に付随する非可換幾何学の構成
を行った。 
Ｄ）変形量子化問題と可積分系・代数幾何
学 旗多様体の上の量子積分可能系、量子
コホモロジー、フロベニウス多様体、tt*
構造について、シンプレクティック幾何学
や特異点論とのつながりや応用について研
究する。Gromov-Witten 量と KdV ヒエラル
キーの解を関連付け、一般化する。また、
量子コホモロジーの汎関数的性質や可積分
系における D-加群の役割について変形量
子化の立場から理解する。A∞圏等に関する
一般論とその関係についての研究を非可換
解析（無限次元リー環）の立場から行う。
広義カラビ-ヤウ多様体と 4 次元ゲージ理
論の問題について本研究グループに提案し
た。 
Ｅ）素粒子物理との連携研究 Ｔ-双対性の



立場からミラー対称性についてのアプロー
チを行った。一般幾何学や四元数多様体の
Ｔ－双対性についての考察を行った。 
上記の研究を推進するために、１）研究代
表者、研究分担者および連携研究者との定
期的な研究討論、２）国内外関連研究者や
研究グループとの研究会の開催、３）国内
外学会等での発表、４）研究のスタートの
ために、研究資料や研究ネットワークの構
築等研究環境の整備、５）アジアの研究者
や若手研究者の本研究への参加の促進、を
実施し、多くの成果論文や本を出版してい
る。 
５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者
には下線） 
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