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研究成果の概要（和文）：結び目・3次元多様体の量子不変量の幾何的および数論的な性質に関する研究を行った。特
に色つきジョーンズ多項式の双曲幾何との関係、またトーラス結び目の場合についてはモジュラー形式との関連につい
て研究を行った。
また、ラマヌジャンのモックテータ函数理論を超対称共形代数に応用し、モックテータ函数のフーリエ係数と有限群の
既約表現次数との関連を示すムーンシャイン現象に関する研究を行った。

研究成果の概要（英文）：Quantum invariants of knots and 3-manifolds has been developed since Jones and 
Witten. We have studied a geometric aspect of the colored Jones polynomial. Some of the colored Jones 
polynomial was shown to have a nearly-modular property.
We have applied a method of the Ramanujan mock theta function to the superconformal algebra. We have 
studied "moonshine" phenomena which suggests a strange relationship between Fourier coefficients of mock 
theta function and irreducible representation of finite groups.

研究分野：数理物理
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１．研究開始当初の背景 
 
(1)  結び目･3 次元多様体の量子不変量
は組み合わせ的に構成され、数学･物理学の
両分野から活発に研究されてきた。量子不変
量の代表例である色つきジョーンズ多項式
に関する未解決問題のひとつとして体積予
想が挙げられる。色つきジョーンズ多項式の
特殊値の漸近的な振る舞いが結び目の双曲
体積で決定されるであろうとする予想であ
り、量子不変量の幾何的性質を解明する上で
重要である。 
また一方、非双曲結び目であるトーラス結び
目の色つきジョーンズ多項式とモジュラー
形式との関連も指摘されていた。厳密なモジ
ュラー性はもたないものの、ラマヌジャンの
モックテータ関数のような「モジュラー性に
近い性質」をもつ。このような関数は「量子
モジュラー形式」と呼ばれ、解明すべき問題
が数多く残されている。 
 
(2)  ラマヌジャンのモックテータ関数
は永らくその素性が明らかではなかったが、
ツベガースによって調和マース形式との関
係が明らかにされて以降、急速に研究が発展
し、数論だけではなく様々な分野に応用され
ている。その一つが超対称共形代数(SCA)で
ある。SCA の指標はモックテータ関数で書き
表され、K3 曲面の楕円種数を指標で分解した
ときに現れる数はモックテータ関数のフー
リエ係数となる。このフーリエ係数とマシュ
ー群M24の既約表現の次数との間に対応関係
が存在することが指摘された。この現象はマ
シュー･ムーンシャインと呼ばれ、たいへん
注目を集めている。 
 
 
２．研究の目的 
 
モジュラー形式、特にラマヌジャンのモック
テータ関数に関する成果･手法を量子トポロ
ジー、SCA など数理物理のさまざまな分野に
適用して、体積予想やムーンシャインなどの
未解決問題の解明にあたり、新たなブレイク
スルーを探ることを目的とする。 
 
 
３．研究の方法 
 
研究代表者は江口（研究分担者）と協力して
SCA に関わるムーンシャイン現象の研究にあ
たる。また、村上斉･村上順（研究分担者）
とともにさまざまな結び目･３次元多様体の
量子不変量の解析を行う。特にモジュラー性、
および双曲幾何との関連性について、数式処
理･数値計算を適宜行いながら、効率よく研
究を推進する。 
 
 
４．研究成果 

 
国際研究集会での招待講演も数多く、十分な
成果を挙げた。下記にいくつかの成果を列記
する。 
 
(1)  K3 曲面など複素多様体の楕円種数
は一般に重み 0 のヤコビ形式となる。一方、
N=4 SCA の指標には BPS・非 BPS の 2種類あ
るが、BPS 指標のモジュラー変換性はラマヌ
ジャンのモックテータ函数と似た振る舞い
を示し、モックヤコビ形式となる。そのため、
楕円種数をSCAの指標で分解したときに得ら
れる非 BPS 状態数は、モックテータ函数のフ
ーリエ係数となる。 
K3 曲面の場合、N=4 c=6 の SCA 指標を用い
た展開係数がマシュー群M24の既約表現次数
との奇妙な関係が江口・大栗・立川によって
発見された（マシュー・ムーンシャイン）。
M24 の各共役類に対応して楕円種数が定義さ
れるが、江口（研究分担者）と研究代表者は
モジュラー形式の特徴付けを行った。また、
いくつかの共役類に対する楕円種数を K3 ヒ
ルベルト概型の場合について考察し、ボーチ
ャーズ積表示を与えた。 
 
(2)  K3 曲面とマシュー群 M24 との関係
はもともと幾何的な考察によって得られて
いた。同様の研究によって、エンリケス曲面
とマシュー群M12との関係が最近示唆された。
これに基づき、エンリケス曲面に関連するヤ
コビ形式の SCA 指標による分解を行い、同じ
マシュー群M12とのムーンシャイン現象を発
見した。 
 
(3)  マシュー・ムーンシャインでの楕円
種数は重み0 指数1のヤコビ形式であった。
ヤコビ形式が楕円種数となるためにはさま
ざまな条件が課されるが、その条件を無視し、
単純に重み 0 指数 k のヤコビ形式を c=6k 
N=4 SCAの指標で分解することは可能である。
うまく適当なヤコビ形式を選ぶことによっ
て、非 BPS 状態数と他の有限群の既約表現次
数との関係性が存在することが指摘された
（アンブラル・ムーンシャイン）。ここで現
れる有限群はリーチ格子の対称性を示して
いるとされる。 
江口（研究分担者）と研究代表者は同じヤコ
ビ形式のN=2 SCAの指標での分解を試みた。
N=4 SCA の場合と同じく、N=2 SCA の BPS
状態の指標もモックヤコビ形式であり、ヤコ
ビ形式を分解すると非BPS状態数はモックテ
ータ函数のフーリエ係数で表される。その結
果、有限群 L2(11)の新しいムーンシャイン現
象を発見し、すべての共役類に対応するヤコ
ビ形式を構成した。 
 
(4)  体積予想は、量子不変量と双曲幾何
学との関係を示唆する重要な予想である。村
上斉（分担研究者）は、トーラス結び目や八
の字結び目をケーブル化した結び目の色つ



きジョーンズ多項式を厳密に計算した。また、
その漸近的な振る舞いを調べ、ライデマイス
ター捻れや基本群といった古典的不変量と
の関係を明らかにした。 
 
(5)  結び目の色つきジョーンズ多項式
は量子群 Uq(sl2)の表現を用いて構成され、
ｑが1の冪根の時にカシャエフ不変量と呼ば
れる。また一方、異なる最高ウェイト表現を
用いることで色つきアレキサンダー多項式
が定義されるが、カシャエフ不変量はその特
殊値であると見なすことも出来る。村上順
（研究分担者）は色つきアレキサンダー多項
式に関連する量子６ｊ記号を得た。また、こ
の６ｊ記号の漸近形を調べ、双曲四面体の体
積との関連を調べた。 
 
(6)  カシャエフ不変量はもともと量子
二重対数関数を用いて構成された。フォーミ
ンとゼレヴィンスキーによって 2000 年頃に
定義されたクラスター代数は近年盛んに研
究されており、その量子化において量子二重
対数関数は特に重要である。そのため、クラ
スター代数の量子不変量における役割を研
究することは重要である。研究代表者は山崎
との共同研究において、量子クラスター代数
を用いてヤン・バクスター方程式の解を構成
し、カシャエフの R行列との関連を明らかに
した。また、クラスター代数の x変数・ｙ変
数の3次元双曲幾何における役割を明らかに
した。 
 
(7)  トーラス結び目は非双曲結び目で
あるため、カシャエフ不変量の漸近的な振る
舞いは八の字結び目のような双曲結び目と
は全く異なった性質を示す。三葉結び目に対
応するコンツェヴィッチ・ザギエ級数が代表
例であり、ラマヌジャンのモックテータ函数
に近い振る舞いを示す。研究代表者はラヴジ
ョイ（フランス）と共同で、トーラス結び目
の色つきジョーンズ多項式のある種の拡張
としてｑ超幾何級数を構成した。単峰型数列
の母関数と関連するｑの無限級数であるが、
1 の冪根のときにはカシャエフ不変量と一致
する。組合せ的にも興味深い性質を持つもの
と期待されるが、まずはヘッケ型のｑ級数表
示を得、モジュラー変換性についての研究を
行った。 
 
(8)  モックテータ函数はモジュラー形
式の周期積分を加えることで調和マース形
式となる。江口（研究分担者）は SCFT 指標
から得られる調和マース形式の解析的性質
を調べ、新しい表示を得た。 
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