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研究成果の概要（和文）：本研究では、グラフ理論、グラフアルゴリズムについての理論的な研究である。ネットワー
クにおける資源配置問題の中から、支配集合問題と完全独立全域木問題を取り上げ、それらの問題を解決するためのア
ルゴリズムの設計、または数学的な解析を行った。
支配集合問題では、特に双方向支配問題についてのアルゴリズムを設計した。具体的には、ラウンドダイグラフと呼ば
れるグラフと、局所トーナメントと呼ばれるグラフに対して、効率的なアルゴリズムを設計した。
完全独立全域木とは、ネットワークの通信路に故障が発生しても、通信が行えるようにする方法の一つである。これに
対して、全域木が存在するための数学的な新しい十分条件を与えた。

研究成果の概要（英文）：In this study, we considered problems of domination in graphs, and the problem of 
completely independent spanning trees in graphs.  It is known that these problems have been related to the
 problems of fault-tolerance in networks.
First we considered the problems of domination in graphs, and we obtained some polynomial-time algorithms 
for problems of twin domination in round digraphs and local-tournaments which are well known classes of di
graphs.
Second, we considered the problem of completely independent spanning trees.  This problem is a model of fa
ult-tolerant routing in networks. We obtain some new sufficient condition of the existence of completely i
ndependent spanning trees in graphs.
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１． 研究開始当初の背景 
ネットワーク上の問題を、グラフ理論を使っ
て数学的にモデル化し、その上でグラフ上の
問題を解くためのアルゴリズムを設計する
という手法が、数多く行われている。その中
で、特に有用なグラフ上の問題として研究さ
れているものに、支配集合問題と全域木に関
する研究がある。 
 どちらの問題も、最適解を求めるには一般
に計算量が大きくなるNP完全問題になるこ
とが知られている問題である。 
 ネットワークに関する問題に「故障に強い
ネットワーク」について考える研究が数多く
ある。上記の支配集合問題も、ネットワーク
の故障に対応した形で拡張された問題も多
い。また完全独立全域木とは、そもそもノー
ドの故障が発生したネットワークにおいて、
通信経路を容易に確保するためのアイデア
の一つである。 
 
２． 研究の目的 
 ネットワークを数学的にモデル化するも
のとしてグラフが広く使われている。例えば、
インターネット上のウェブページを頂点、リ
ンクを辺とするグラフはウェブグラフと呼
ばれている。コンピュターネットワークだけ
でなく、道路網もネットワークであるし、電
力や水道を供給するためのインフラもネッ
トワークである。それらも同様にグラフによ
ってモデル化できる。 
 ネットワークは常に同じ形をしているわ
けではなく、頂点や辺が新たに追加されたり、
なくなったりする。例えば、新しい道路が設
置されたり、トラブルで送電線が使えなくな
ったりする。 
 本研究では、ネットワーク上で発生する故
障を考慮した耐故障性についての問題を、グ
ラフ理論によって解析し、効率的に解決する
ためのアルゴリズムを設計することが目的
である。具体的には、以下の問題を考える。 
【支配集合問題】 
グラフにおいて、頂点の部分集合 Sが、Sに
含まれないどの頂点もSの頂点と隣接すると
き、Sを支配集合という。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図１の赤い４頂点の集合が支配集合である。
実際、どの白い頂点も、いずれかの赤い頂点
と隣接している。 
 これはネットワーク上に「どの頂点にいて

も隣の頂点からサービスを受けられるよう
にするには、どこにサービス施設を配置した
らよいか」という問題をモデル化している。
図１では、４頂点を選ぶことで最も少ない頂
点数でこの要求を満足できる。 
 本研究では多重支配問題やそれに関連す
る問題について考察する。これはどの頂点も
複数の頂点と隣接するように支配集合を求
める問題であり、故障に対するバックアップ
を用意することと対応する。 
 
【素な経路を生成する全域木】 
 グラフ上の２点間を結ぶ経路を生成する
問題は、ネットワークの重要な問題の一つで
ある。特に、通信経路の一部がトラブルで停
止しても、それを回避する経路を準備してお
くことは実用上重要な問題である。障害時に
故障箇所を回避する経路をその都度計算し
てもよいが、ここでは、その経路をあらかじ
めネットワークの全域木として用意してお
くことを考える。これは独立全域木という問
題を一般化したものであり、完全独立全域木
と呼ばれている。 
 与えられたグラフが完全独立全域木を持
つかどうかを計算機で判定する問題は、NP
完全であることがすでに証明されている。そ
こで、本研究では対象とするグラフを限定す
ることで、その判定を高速に行うアルゴリズ
ムを設計することを目的とする。また、グラ
フ理論の観点からも興味深い問題であるの
で、グラフが完全独立全域木を持つための十
分条件を発見することも目的とする。 
 
 
 
３． 研究の方法 
（１）グラフの多重支配集合またはそれに類
する支配集合を求める多項式時間アルゴリ
ズムを設計する。一般のグラフに対しては
NP 完全性が証明されている問題であるため、
対象とするグラフを限定して、効率的なアル
ゴリズムを求める。 
①パーフェクトグラフと呼ばれているグラ
フクラスでは、通常の支配集合問題が多項式
時間で解けることが知られているものが多
い。それらのグラフで多重支配問題を解くア
ルゴリズムを考える。例えば、区間グラフ、
置換グラフなどである。 
②有向グラフにおける支配集合問題を考え
る。すでに de Bruijnダイグラフ、Kautzダ
イグラフというグラフに対して、最適な多重
支配集合を求める方法をいくつか示してい
る。同じように、いくつかの有向グラフのク
ラスについて、支配集合問題を考える。例え
ば局所トーナメントやその一般化などであ
る。 
③特に有向グラフで重要なグラフとして、
DAG（Directed Acyclic Digraph）がある。
それらのグラフについての支配集合問題を
考える。 

図 1：支配集合の例 



（２）素な経路を生成する全域木 
 この問題も一般にNP完全性が証明されて
いる。こちらも対象をある特定の構造を持つ
グラフに限定し、アルゴリズムを設計する。
また、この問題は連結度や支配数といったグ
ラフのパラメータと関連が深いと予想され
るため、どのようなパラメータを持つグラフ
が完全独立全域木を持つのかを数学的に考
察し、明らかにする。 
 
 
 
４． 研究成果 
（１）支配集合問題について 
①区間グラフ、置換グラフでの多重支配問題
について考察していたが、残念ながら 2011
年、2013 年にこれらのグラフに対する成果が
海外の研究者によって発表されてしまった
ため、成果として発表することがかなわなか
った。 
②ラウンドダイグラフと呼ばれているグラ
フについて、その双方向支配集合を多項式時
間で求めるアルゴリズムを設計した。より詳
しくいうと、双方向支配、全双方向支配、独
立双方向支配という３つの異なる問題につ
いて、それぞれアルゴリズムを設計すること
ができた。独立支配集合問題は、ラウンドダ
イグラフを含む局所トーナメントというよ
り広いグラフクラスに関する結果である。 
③局所トーナメントに対する支配集合問題
の計算量は現在までにはっきりと求められ
ていない難問である。そこで局所トーナメン
トであり、かつ DAG であるグラフについて、
支配集合を求めるアルゴリズムを設計した。
現在のところ未発表であるが、ちかいうちに
投稿する予定である。 
（２）素な経路を生成する全域木 
 与えられたグラフが、２つの完全独立全域
木を持つための十分条件を求めることがで
きた。具体的には、以下の定理を証明した。 
・ すべての頂点の次数が n/2 以上であるな
ら、そのグラフは２個の完全独立全域木
を持つ。ここで n はグラフの頂点数であ
る。 
・ ２連結グラフの２乗は、２個の完全独立
全域木を持つ。 
これらの条件は、グラフがハミルトニアン閉
路を持つための十分条件として知られてお
り、グラフ理論において非常に有名な結果の
一つである。今回はそれら、完全独立全域木
の存在を保証することの条件にもなってい
ることを示した。この結果の意味は、非常に
分かりやすいシンプルな条件を示したこと
であり、さらに非常に有名な条件であるため、
様々な研究者による今後の発展が見込まれ
ることである。 
 また、部分ｋ木、ｋ木、区間グラフ、
Circular-arc グラフといったグラフにおい
て、完全独立全域木を構成するアルゴリズム
を設計した。部分ｋ木に関する結果は論文に

まとめ投稿したが、現在のところ査読が完了
しておらず未発表である。主な成果を以下に
挙げる。 
・ ｋ木において構成可能な完全独立全域木
の最大数の上界と下界を示した。またそ
の範囲にある任意の個数の全域木を持つ
ｋ木が構成可能であることを示した。 
・ 部分ｋ木において、与えられた数である
t 個の完全独立全域木が存在するかどう
かが多項式時間で判定可能であることを
証明した。 
・ 区間グラフが k 連結ならば、(k+1)/2 個
の完全独立全域木が構成可能であり、そ
のためのアルゴリズムを示した。特に
proper interval グラフでは、(k-1)個の
全域木が構成可能であることを示した。 
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