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研究成果の概要（和文）：統計的学習においては、与えられたサンプルに対して確率モデルと事前分布の適切さを評価
する規準としてベイズ自由エネルギーが知られているが、事後分布が正規分布で近似できないときにはその値を計算す
る方法は作られていなかった。本研究では、広く使えるベイズ情報量規準(WBIC)という概念を創出し、双有理幾何学に
基づく数学的方法を応用することによりWBICがベイズ自由エネルギーと漸近的に同じ挙動を持つ確率変数であることを
証明した。得られた定理を用いて、サンプルから階層構造を抽出する確率モデルにおいても統計的に適切なモデルを選
ぶことができるようになった。

研究成果の概要（英文）：In statistical machine learning, it is well known that the appropriate model and 
prior for a given set of training samples is chosen by minimization of the Bayesian free energy. However, 
there has been no method to estimate the Bayesian free energy if the posterior distribution can not be 
approximated by any normal distribution. In this research, we created a new concept, a widely applicable 
Bayesian information criterion (WBIC), and proved that WBIC has the same asymptotic behavior as the 
Bayesian free energy, based on the birational geometry. The obtained theorem enables us to choose the 
optimal model for a given set of training samples, even if the model has hierarchical structures.
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１． 研究開始当初の背景 
 
統計的学習には階層構造を持つモデルや

モジュールを統合するタイプの情報処理が
用いられることが多い。例えば，神経回路
網、混合正規分布、ボルツマンマシン、隠
れマルコフモデル、ベイズネットワークな
どがその例である。これらの確率モデルに
おいては、尤度関数を正規分布で近似する
ことができないため、従来の統計理論によ
ってその挙動を解析することができなかっ
た。例えば、サンプルが与えられたときの
確率モデルと事前分布の適切さを表す量で
あるベイズ自由エネルギーの値を知るため
の方法を作ることができなかった。 
 
２． 研究の目的 
 
事後分布が正規分布で近似できない場合

には、確率モデルの持つ特異点の性質を数
学的に扱う必要があり双有理幾何学が有用
であることが知られている。本研究では、
双有理幾何学の定理を応用して，事後分布
が正規分布で近似できてもできなくても、
真の分布が確率モデルで実現できてもでき
なくても、構造を持つ確率モデルの挙動を
解析するための方法を確立する。 
 
３． 研究の方法 
 
従来の研究によって、ベイズ自由エネル

ギーの漸近挙動は双有理不変量である対数
閾値とその多重度を用いて表す公式が導出
されていたが、対数閾値とその多重度は真
の分布に依存する値であり、統計的学習に
おいては真の分布が不明であるため、従来
の公式をそのまま実問題に適用することが
できなかった。本研究では真の分布が不明
である場合においても対数閾値を推測する
方法を構成し、ベイズ自由エネルギーを推
測する公式を導出した。 
 
４．研究成果 
 
事後分布が正規分布で近似できてもでき

なくても、真の分布が確率モデルで実現で
きてもできなくても、与えられたサンプル
から自由エネルギーを推測することができ
る新しい情報量規準 WBIC を導出し、WBIC
がベイズ自由エネルギーと等しい漸近挙動
を持つことを証明した。以下にその概略を
述べる。 
情報源を表すある確率分布に独立に従う

確率変数 X1,X2,…,Xn とパラメータ w を
持つ確率モデル p(x|w) と事前分布 φ(w) 
が与えられたとき、対数損失関数を 
 

L(w)=-(1/n)Σlog p(Xi|w) 
 

と定義し、ベイズ自由エネルギー F を 

 
F = -log ∫exp(-nL(w)) φ(w) dw 

 
によって定義する。この値は、n 個の確率
変数が与えられたときの確率モデルと事前
分布の対数尤度の符号反転である。このこ
とから、F が小さいほど適切なモデリング
がなされていると考えることができるので
統計的学習における重要な指標である。事
後分布が正規分布で近似できる場合には、
パラメータ w についての積分を正規分布
の積分でおきかえることで F の近似値を
求めることができるが、階層構造を持つ確
率モデルにおいては関数 L(w) の値が小さ
くなる領域が複雑な形をしているために正
規分布で置き換える方法は適用できないこ
とが知られていた。本研究では、逆温度が 
1/ log n の事後分布による平均操作を 
E[   | 1/ log n] で表すとき，情報量規
準 WBIC を 
 
   WBIC= - E[ n L(w) | 1/log n ]  
 
と新しく定義した。その上で、次の定理が
成り立つことを証明した。 
 
定理：真の分布が確率モデルで実現可能で
あってもなくても、事後分布が正規分布で
近似できるときでもできないときでも、次
の式が成り立つ。 
 
     F = WBIC + Op((log n)

1/2) 
 
ここで Op(f(n)) は n が大きくなるとき 
f(n) のオーダー以下の確率変数を表す記
号である。 
 
WBIC は逆温度が 1/log n の事後分布をひ
とつ作ることで算出することができるので、
上記の公式から計算が困難であったベイズ
自由エネルギーの値を推測することが可能
になった。 
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