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研究成果の概要（和文）：尤度最大化とShannonエントロピー最大化は統計学における2つの基本的指導原理である．Ba
yes予測と熱力学と通底する数学的構造に着目し，これらの間に双対性というべき非常に面白い関係があることを明ら
かにした．ある損失関数の下ではShannonエントロピー最大化が最良の予測を導き，尤度最大化は最悪の予測を導く．
一方，双対な損失関数の下では2つの原理の役割が全く逆となる．尤度最大化から最良の予測が，Shannonエントロピー
最大化から最悪の予測が導かれる．

研究成果の概要（英文）：The likelihood maximization and the Shannon entropy maximization are two of the mo
st fundamental principles in statistics. Focusing attention on a common mathematical structure between Bay
esian prediction and thermodynamics, this research revealed a very interesting relationship, which should 
be called duality, between these two principles. Under a certain loss function the Shannon entropy maximiz
ation derives the best prediction while the likelihood maximizatiton leads to the worst prediction. Under 
a dual loss function the roles of these two principles are reversed, and the likelihood maximization deriv
es the best prediction and the Shannon entropy maximization leads to the worst prediction.
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１．研究開始当初の背景 
(1) Bayes 推測が高次元パラメータモデルで
優れたパフォーマンスを示すことは経験的
に知られているが，優れた性質の理由は明ら
かになっていない．大規模データが容易に得
られるようになり，Bayes 推測の重要性はま
すます大きくなっている．Bayes 推測の新た
な理論を展開し，Bayes 推測に内在する良さ
を明らかにしたいと考えている． 
 
(2) いくつかの推定量において面白い等式が
成り立つことが分かっている．3 つの例が挙
げられる． 
① 指数型分布族における最尤推定量 
② 多変量正規分布における Stein 推定量 
③ Bayes 予測問題における最適予測分布 
こ れ ら に お い て 対 数 尤 度 比 と
Kullback-Leiblerダイバージェンス損失がバ
ランスする．損失は小さいことが望ましい量
であるが，尤度原理によれば対数尤度比は大
きいことが望ましい量である．両辺のバラン
スは多変数関数の鞍点を連想させるので，こ
れを鞍点等式と呼ぶことにする． 
鞍点等式①②が特定のよいモデルや推定量
について成立するのに対し，鞍点等式③は一
般のモデルで成立する．これは Bayes 推測に
内在する解析的性質を反映したものと予想
できる．鞍点等式③が研究の着想の原点であ
る． 
 
２．研究の目的 
鞍点等式という面白い概念に着目し，Bayes
推測に新たな展開を与えることが本研究の
目的である．鞍点等式の含意を究明すること
によって Bayes 推測に内在する解析的性質
を明らかにする．  
 
３．研究の方法 
(1) 不等式ではなく，鞍点等式という等式
（＝ある種の解析的性質）に着目する点が特
色である．報告者はこれまで共役事前分布の
存在およびピタゴラス関係という解析的性
質に着目して研究してきており，これは見通
しのよい方法だと考えている． 
 
(2) ピタゴラス関係，共役事前分布，物理学
など多様な視点をもって研究を遂行する．多
様な視点をもつことが計画を予定どおり遂
行する上で重要であり，また，予想外のよい
結果を生み出すことも多いと考えている． 
 
(3) 報告者，連携研究者の柳本武美教授（中
央大学）および海外共同研究者の Peter Dunn
准教授（Sunshine Coast 大学）の 3人で行う
共同研究である． 
 
４．研究成果 
研究成果を一言でいえば，Bayes モデル平均
と熱力学に通底する数学的構造―凸関数お
よび Legendre 変換―の発見である． 

 
(1) 問題の定式化 
標本分布と事前分布からなるBayesモデルを
複数個考える．これらを所与のウェイト（事
前の信念）で平均化する．これは Bayes モデ
ル平均と言われ，モデル選択の代替手段とし
て注目を集めている． 
ここで予測分布によって真の分布を推定す
る予測問題として問題を定式化する．損失関
数としては Kullback-Leibler ダイバージェ
ンス型損失のうち e-ダイバージェンス損失
を採用する．これは予測分布から真の分布へ
の Kullback-Leibler ダイバージェンスであ
る． 
各 Bayes モデルにおける Bayes リスクを事前
の信念によって平均したものを目的関数と
し，この目的関数を最小化する予測分布を求
めることを考える．これを最小問題(E1)とす
る． 
 
(2) 2 つの基本的な量 
最小問題(E1)において2つの量が基本的であ
る．1 つは各 Bayes モデルにおける最適予測
分布である．もう 1つは Bayes の定理を用い
て計算されるウェイト（事後の信念）である．
最小問題(E1)は次の最小問題(E2)に帰着さ
れる．「予測分布から各 Bayes モデルにおけ
る最適予測分布への e-ダイバージェンスを
事後の信念というウェイトによって平均化
したものを目的関数とし，これを最小化する
予測分布を求める．」 
 
(3) 問題の一般化 
最小問題(E2)を少し一般化すると見通しが
よくなる．事後の信念を一般のウェイトにし
ておくのである．これを正準ウェイトと呼ぶ
ことにする．事前の信念であるウェイトは所
与のものとして扱ったが，正しい値は誰も知
らないことに注意されたい．一般化された最
小問題を(E3)とする． 
 
(4) 最適な予測分布 
最小問題(E3)の最適解は，各 Bayes モデルに
おける最適予測分布を正準ウェイトによっ
て平均したものとなる．ここでの平均は幾何
平均である． 
 
(5) 双対なウェイト 
最小問題(E3)の最小値は正準ウェイトの凸
関数になる．これは極めて重要な事実である．
この凸関数を用いて正準ウェイトと双対な
ウェイトを導入することができる．これらの
2 つは指数型分布族における正準パラメータ
と平均パラメータと同様の関係である．そこ
で平均ウェイトと呼ぶことにする． 
 
(6) 問題の等価変形および凸関数 
最小問題(E3)は，次の最大問題(E4)と等価で
あることが示される．「平均ウェイトが与え
られているという制約条件の下でShannonエ



ントロピーを最大化する予測分布を求め
る．」 
この等価性において凸関数が決定的な役割
を果たす．  
 
(7) 熱力学と通底する構造 
最小問題(E3)の最大問題(E4)への等価変形
は熱力学と共通する構造である．熱力学にお
いて平衡状態の特徴づけは， 
① エントロピーが与えられたときは内部エ

ネルギー最小原理によって行われ， 
② 温度が与えられたときは Helmholtz 自由

エネルギーの最小原理によって行われる． 
内部エネルギーとHelmholtz自由エネルギー
は凸関数であり，Legendre 変換によって結ば
れている． 
 (6)で述べた事実を共通性を強調するよう
な方法で表現すると次のようになる．Bayes
モデル平均では，最適予測分布の特徴づけは 
① 正準ウェイトが与えられたときはリスク

最小化によって行われ， 
② 平均ウェイトが与えられたときは

Shannon エントロピー最大化によって行
われる． 

 
(8) 事後の信念以外の正準ウェイト 
正準ウェイトとして事後の信念を用いると，
最小問題(E1)の解が得られる．これ以外に 2
つの興味深い正準ウェイトが考えられる． 
① 対数尤度を最大化する正準ウェイト 
② リスクの最小値を最大化する正準ウェイ

ト 
 
(9) 対数尤度の最大化 
対数尤度を最大化すると次の意味で最悪の
予測分布が得られる．最適予測分布および対
数尤度を最大化する予測分布はある等式を
満たす．その等式によって予測分布のクラス
が指定される．そのクラスで最良のものが最
適予測分布であり，最悪のものが対数尤度を
最大化する予測分布となる． 
 
(10) リスク最小値の最大化 
リスクの最小値を最大化すると，真のウェイ
トによらずリスクが一定の予測分布を導く
ことができる．この性質は頑健性と言える． 
 
(11) 情報量基準との関連 
正準ウェイトも平均ウェイトもモデルを平
均するためのウェイトであるが，少し違いが
ある．正準ウェイトは e-ダイバージェンスを
平均化するウェイトである．一方，平均ウェ
イトは予測分布とモデルとの「距離」を表す．
より正確に表現するならば，予測分布から各
Bayesモデルにおける最適予測分布へのe-ダ
イバージェンスである．対数尤度を最大化す
る正準ウェイトに対応する平均ウェイトが
AIC に似たものになることが分かった． 
 
(12) 双対な Bayes リスク最小問題 

最小問題(E1)における損失は e-ダイバージ
ェンス損失と呼ばれ，引数を入れ替えたもの，
すなわち，真の分布から予測分布への
Kullback-Leibler ダイバージェンスは m-ダ
イバージェンス損失と呼ばれる．この双対な
リスク最小問題(M1)を考察すると，まさにパ
ラレルな結果が得られる．e-ダイバージェン
スおよび m-ダイバージェンスは互いに双対
と言われる．この言葉を用いれば，双対な損
失の下で双対な結果が得られると表現でき
る． 
 
(13) 双対な結果 
最小問題(E1)および(M1)を両睨みすること
により，次の結果が得られる． 
① e-ダイバージェンス損失の下では，リス

ク最小化は Shannon エントロピー最大化
と等価であり，尤度最大化は最悪の予測
になる． 

② m-ダイバージェンス損失の下では，リス
ク最小化は尤度最大化と等価であり，
Shannon エントロピー最大化は最悪の予
測になる． 

この意味において尤度最大化および Shannon
エントロピー最大化という2つの基本的原理
に双対性があるという大変興味深い結果で
ある．日本学術振興会から依頼を受け，2014
年 1 月に日仏先端科学シンポジウム
（ http://www.jsps.go.jp/j-bilat/fos_jf/
）において研究発表した． 
 
(14) ウェイトが連続型の場合 
ウェイトが連続型の場合へ拡張にも成功し
ている．こちらの方が熱力学との共通性がよ
り顕著になる． 
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