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研究成果の概要（和文）：階数２の双曲型カッツ・ムーディ群に対し、その交換関係式が自明な場合に、構造解明が残
されていたが、ある種の無限体上で考えることにより、群として中心上単純であることが明らかになった。すなわち、
２次の双曲型カルタン行列には、マイナス１が現れないと仮定し、体として有限体の代数閉包を選ぶと、群の単純性が
導かれる。また、局所アフィン・リー代数の分類を完成させた。さらに、最も簡単なオートマトンと数の階層との間に
基本的な関係が存在することを示した。

研究成果の概要（英文）：In the case when rank 2 hyperbolic Kac-Moody groups have trivial commutation relat
ions, we obtained that the groups over certain infinite fields are simple modulo their centers. That is, i
f we suppose that a rank 2 hyperbolic Cartan matrix has no -1 entry, and if we choose the algebraic closur
e of a finite field, then we can obtain the simplicity of our group. We also classified the locally affine
 Lie algebras. Furthermore, we showed that there is an interesting correspondence between fundamental auto
mata and hierarchy of numbers.
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１．研究開始当初の背景 
 
カッツ・ムーディ群の構造について、その多
くが議論されて解明されて来ていた。しかし、
一般の場合の単純性は、長いこと殆ど明らか
にされていなかった。最近になり、建物理論
とマルグリス理論を大きく発展させる形で、
新しい理論展開がリヨン大学 B. レミ教授
により与えられ、単純性の議論が可能となっ
てきた。実際に、階数 3 以上の場合には、有
限体の上で考えることにより、単純性の解明
が一気に進んだ。階数 2 の場合には、事情が
異なり、個別の議論が必要になるが、対応す
るカルタン行列にマイナス 1 が出てくる場合
には、自由積の理論を用いて、K-E. カプラ
ス教授と B. レミ教授により有限体上の場
合に単純性が示された。そこで、階数 2 でカ
ルタン行列にマイナス 1が出てこない場合の
考察が必要となっていた。 
一方、リー代数と対応する群を研究するレ

ベルでは、局所拡大アフィン・リー代数の分
類が可能なところまで理論が発展してきた
ので、早急に分類理論を整備する必要性が高
まってきていた。20 世紀後半に盛んになった
無限次元リー代数において、アフィン・リー
代数はその中心的役割を担ってきた。その良
い性質を引き継いだものが拡大アフィン・リ
ー代数であり、さらにカルタン部分を無限次
元化したものが、局所拡大アフィン・リー代
数である。その一般理論の整備は本報告者に
より精力的に構築されてきたが、今回の研究
において、その分類理論の骨子を完成させる
ことが求められていた。 
さらに、無限次元リー理論と非周期構造と

の間の新たな理論展開を目指す必要性も周
辺領域の研究から期待されていた。非周期理
論に対する代数的なアプローチは殆ど試み
られておらず、その成果が期待されている部
分が大きい。本報告者は、最近になり、リー
理論の構造論と表現論の思想を応用して、非
周期構造から、代数系を構成し、そこで表現
論を展開し、そこから不変量を抽出し、それ
を具体的に計算するアルゴリズムを提示し
た。その不変量の意味を解明する必要があり、
それを特徴付ける研究が望まれていた。 
以上の様な背景の下で、本研究課題を総合

的に開始する必然があった。 
 
 
２．研究の目的 
 
関連内容に関しては当然ながら研究してい
く必要があるが、研究の主たる目的は以下の
通り。カッツ・ムーディ群で新たな単純性を
発見すること、局所アフィン・リー環の分類
理論を整備完成させること、非周期構造と代
数系の新たな対応関係を発見すること、およ
びリー理論の立場で、構造論と表現論の応用
として、これらを総合的に研究することであ
る。 

より具体的には、本研究は今述べたように、
３つの部分からなり、それは 
（１）無限体上の無限次元カッツ・ムーディ
群の構造を解明すること 
（２）局所拡大アフィン・リー環とそれに付
随する群の構造を解明すること 
（３）語と配列の構造と不変量を代数系の理
論の応用として解明すること 
である。これらは無限ルート系および無限次
元代数群の理論を通じて相互に関連してお
り、総合的に研究を進めていくことができる。
幅の広い視点から研究を遂行することが大
きな特徴である。 
１９世紀末から始まった半単純リー群（リ

ー環）の研究は分類理論の完成とともに、２
０世紀中ごろには半単純代数群の研究へと
進化した。２０世紀後半には無限次元化の流
れが起こり、カッツ・ムーディ理論やアフィ
ン・リー環を中心とした数理物理学への応用
理論、さらには量子化の理論へと発展し整備
されてきている。さらに昨今では様々な方面
への新たな応用も期待され模索されてきて
いる。 
そういう大きな研究の流れの中で、上記３

つ（１）、（２）、（３）は、ルート系や代数群
の観点から相互に深く関係していて、互いに
良い影響を及ぼしながら研究を遂行してい
くことが可能である。本研究では、これをま
さしく実行しようということであり、そこで
数学的成果を着実に挙げていくことが最大
の目的である。 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) 代数群論と幾何理論を組み合わせて、正
攻法で単純性を解明する。代数的なアプロー
チだけでも駄目で、また幾何的なアプローチ
だけでも上手くいかない。双方の利点をいか
しながら、お互いに補い合いながら議論を進
める。その際に、体論を上手に用いる。すな
わち、有限体の場合の優位性と、無限体の場
合の優位性を明確にして、両者の特性が生か
せる論法に持ち込む。 
 
(2) カルタン部分環が有限次元の場合とは
異なり、理論が複雑になるので、今までの手
法は使えない。そこで、リー環の微分構造の
詳しい解明と、局所ループ代数と、それにシ
フト写像の性質を組み合わせて、複雑な微分
構造の内で、必要部分を特定していく。今ま
では、カルタン部分環の有限次元性の陰に隠
れていた大切な性質を引っ張り出して、そこ
に焦点を当てながら、理論を成熟させる。そ
の無限次元性により対角型の行列が新たな
微分を引き起こすことに着目する。さらに、
今まで見えていなかった未知の世界の様子
を詳しく調べることにより、ここでの理論の
開発に応用する。 
 



(3) 非周期構造はオートマトンと関連が深
い。そこを突破口に代数構造と表現構造から
導き出せる不変量との間の関係を調べるこ
とにより、代数系と非周期構造を調べる。こ
れは非常にオリジナリティー溢れる試みで
あり、その優位性を最大限に用いて研究を進
める。特に、数の階層、すなわち、自然数、
整数、有理数、実数という具合に、最も基本
的な階層との関係を明確に示すことを目標
に進めていく。我々の不変量は、語の並び具
合から、べき級数を計算により導出し、その
係数のなす代数体を調べるという、予期せぬ
段階を踏む。今までに全く知られていない理
論展開を目指すことになる。 
 
(4) 研究代表者の培ってきたリー理論を用
いて、総合的に研究を進める。思想的には、
調べたい対象から、代数系を構成し、その構
造解明し、分類し、その表現論を展開し、さ
らに表現の様子、例えばテンソル積の分解公
式を調べ、そこから一般法則を導き、それら
の背後に潜む離散的な組合せ構造を解明す
るなど、こういう一連の研究をさす。 
 
 
４．研究成果 
 
階数２のカッツ・ムーディ群で単純群である
ものを新たに提示した。これは長いこと問題
として残されていた研究テーマに解答を与
えたことになる。また、局所アフィン・リー
代数を分類した。これは理論整備としては大
きな成果である。さらに、オートマトンと数
の階層の間に新たな対応関係を与えた。 
 
(1) 定理 2×2 双曲型カルタン行列 A におい
て、成分にマイナス 1がないと仮定する。標
数 p > 0の有限体の代数閉包を Fとする。さ
らに、付随するカッツ・ムーディ群を G = 
G(A,F)とし、交換子部分群を G’= [G,G]、さ
らに G’の中心を Z とする。このとき、剰余
群 G’/Z は単純群となる。 
 
(2) 定理 局所アフィン・リー環 L は、局所
ループ代数 L’と 1 次元の中心 Fc および外
部微分構造 Dを用いて 

L = L’+ Fc + D 
の形で書ける。さらに、D は最小微分構造 Dmin

と最大微分構造 Dmaxの中間にある斉次空間と
して与えられる。 

Dmin < D < Dmax 
この Dminと Dmaxは具体的に記述される。 
 
(3) 発見 頂点数 2 以下の基本的オートマト
ンと、そこから生成される有限記号列の不変
量との間に綺麗な対応関係が存在する。特に、
自然数 N、有理数 Q、実数 R、複素数 Cにおけ
る階層 

N < Q < R < C 
との関連が指摘された。 

(4) これらの研究の根底には、共通のリー理
論の構造論と表現論の思想が流れていて、こ
れらの研究成果が相互に良い関連を及ぼし
ながら得られたことは研究目的にも叶う。 
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