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研究成果の概要（和文）：団代数の基礎と応用の研究を行い、研究成果の一部として以下の結果を得た。A。二重対数
関数および量子二重対数関数に対する応用、B。有限型団代数におけるcベクトルとdベクトルの分類、C。完全WKB解析
に対する応用、D。一般団代数の基礎的性質の研究および量子一般団代数の定式。
これらの結果は、Rinat Kashaev、 Salvatore Stella、岩木耕平らとの共同研究に基づく。

研究成果の概要（英文）：We studied the foundation and applications of cluster algebras, and we obtained 
the following results as a part of the research result.
A. Applications to dilogarithm identity and quantum dilogarithm identity, B. Classification of c-vectors 
and d-vectors of cluster algebras of finite type, C. Applications to exact WKB analysis, D. Study of 
fundamental properties of generalized cluster algebras and formulation of quantum generalized cluster 
algebras.
These results are based on joint works with Rinat Kashaev, Salvatore Stella, and Kohei Iwaki.

研究分野：代数学
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１．研究開始当初の背景
　21世紀初頭に Fominと Zelevinsky により
導入された団代数は、 Lie 群、量子群、パ
ス代数、双曲代数、古典および量子可積分
系など、多分野に現れる自然な代数構造と
して近年その有用性と重要性が認識され、
世界中のさまざまの分野の研究者により活
発な研究されている。しかしながら、長い
目で見るとまだ発展の初期段階であり、基
礎的な研究が必要とされる。たとえば、団
代数の構成はルート系と密接に関連してい
て、ある種のルート系の拡張理論と考えら
れるが、それを公理的あるいは内在的な形
に定式化することはなされていない。また、
団代数の応用に関しても、すでに知られて
いる関係の理解を深めるとともに、関連を
模索し、明確に定式化するべき分野がまだ
まだ多くあると考えられる。

２．研究の目的
　 本研究の目的は団代数の基礎的な性質の
研究ならびに団代数の応用を行うことにあ
る。

３．研究の方法
　Yシステムや完全 WKB 解析などさまざ
まな局面における団代数の構造を明らかに
するとともに、そこから団代数の基礎的な
性質に関する新たな知見を引き出すことを
主な研究方法とする。

４．研究成果
　 研究成果は大きく以下の４つに分類され
る（文献番号は５節の番号にしたがう）

A。二重対数関数および量子二重対数関数
に対する応用（論文１、２、３、５）
　論文 [1] において、 Kashaevとともに、
量子二重対数関数恒等式と量子団代数の関
係の包括的理解を与えた。この結果は

Fock-Goncharov, Keller, Volkov などの
結果をより明確かつ一般的に定式化した
も の で あ る 。 さ ら に 、 Faddeev-
Kashaeev による、量子五角形恒等式と
古典五角形恒等式の関係の結果を踏まえ、
これを大きく一般化する形で、量子二重
対数関数恒等式の半古典極限として対応
する古典二重対数関数恒等式が得られる
ことを明らかにした。また、論文 [2] に
おいて、団代数のトロピカル的手法の総
括を与えた。論文 [3] において、 Feigin
と Cherednik の予想した二重対数関数恒
等式の団代数的証明を与えた。論文 [5]
において、 Stella とともに、 Tateo が導
入した sine-Gordan および簡約 sine-
Gordon 型 Yシステムの研究を行った、
はじめに、これらの Yシステムが多角形
の三角分割に付随する団代数により定式
化できることを示した。これ自体、連分
数展開とも深く関わる興味深い結果と考
える。さらにこの多角形による実現を用
いて、 Tateo が予想した Yシステムの周
期性と付随する二重対数関数恒等式を全
く一般的な形で証明することに成功した。

B。有限型団代数における cベクトルと
dベクトルの分類（論文２）
　 Stella とともに、有限型団代数の cベ
クトルと dベクトルの分類問題を考えた。
まずはじめに、有限型団代数の各型に対
するすべての箙を決定した。さらに、 c
ベクトルと dベクトルの集合は各型につ
いて完全に一致することを示し、それら
を初期箙のサブグラフとして明示的に完
全に決定した。系として、有限型の場合
は、すべての c ベクトルは初期箙に付随
するルートとなることを明らかにした。
これらのルートの集合を公理的に記述す
ることは、我々が目指す拡張ルート系の
理論としての団代数の定式化の第一歩を



与え、これについて、引き続き研究を行う
計画である。

C。完全 WKB 解析に対する応用（論文６
７）
　論文 [6] において、岩木とともに、完全
WKB 解析におけるシュレディンガー方程
式の２位の極のまわりの Voros係数の「変
異」の定式化を与え、さらにそれが団代数
の変異と一致することを示した。さらに、
論文 [7] では、岩木とともに、単純極のま
わりの Voros 係数の「変異」の定式化を行
い、それが最近 Chekhovと Shapiro により
導入された一般団代数の変異と一致するこ
とを示した。これらの結果は、完全 WKB
解析に対する新しい視点と今後解決される
べき多くの問題を与えるとともに、団代数
の曲面実現における変異の一般化（符号付
変異）が必要であることを明らかにした。
これらの問題について、引き続き研究を行
う。

D。一般団代数の基礎的性質の研究および
量子一般団代数の定式化（論文８、９）
　論文 [7] の結果に示唆され、論文 [8] で
は、団代数において基本的である団変数の
分離公式や双対性が、 Chekhovと Shapiro
により導入された一般団代数に対して自然
に拡張されることを示した。論文 [9] では、
Fock とGoncharovによる団代数の量子化
が、一般団代数に対しても成り立つことを
示した。一般団代数の圏化の理論を構築す
ることが今後の大きな課題として残された。
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