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研究成果の概要（和文）：  モジュラー群の合同部分群に対するアイゼンシュタイン級数の量子エルゴード性のレベル
・アスペクトは，これまで有理整数環上（標数０の場合）でのみ証明されていたが，本研究ではこれを有限体上の一変
数多項式環上（標数正の場合）に拡張した．
  証明の鍵となるL関数の評価については，ラフォーグによって２００２年に証明されたリーマン予想類似と，コンリ
ーとゴーシュによって２００６年に証明された定理「リーマン予想類似が成り立つゼータ関数は，セルバーグ類に属す
る限りにおいてリンデレーフ予想を満たす」を組合せることにより解決した．レベルアスペクトを考えることにより，
標数正の量子エルゴード性に意味を与えた点は新しい．

研究成果の概要（英文）： Quantum ergodicity in the level aspect for Eisenstein series of congruence 
subgroups of the modular group was known only over the rational integer ring in case of the charactristic 
zero. We gneralized this phenomena to the positive characteristic case over the ring of polynomials over 
finite fields.
 A key in the proof is a nontrivial estimate of automorphic L-functions. We solved this problem by 
combining the results of Lafforgue and Conrey-Ghosh. Lafforgue's theorem is an analogue of the Riemann 
hypothesis over function fields, which he proved in 2002. On the other hand, the theorem of Conrey and 
Ghosh was shown in 2006, when they proved that any zeta function satisfying the analogue of the Riemann 
hypothesis also satisfies the Lindelof hypothesis, as long as it belongs to the Selberg class. Since the 
automorphic L-functions satisfy functional equations, we see that it belongs to the Selberg class, even 
if it is over function fields. Hence we could successfully reached the result.

研究分野： 数学・整数論・ゼータ関数論
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 量子カオス理論において，スペクト

ルの増大に伴い固有関数の値分布
が限りなく等分布的になるという
「量子エルゴード性」の概念が，モ
ジュラー群と合同部分群のアイゼ
ンシュタイン級数に対して，ルオと
サルナックにより，1995 年に証明
された． 
 

(2) その後 2000 年代に，リンデンシュ
トラウスとサンダララジャンによ
り，モジュラー群のカスプ形式の量
子エルゴード性が証明された．この
頃から，ヒルベルト・モジュラー群
など，他の群に対する後続研究も行
われるようになった． 

 
(3) 2009 年，小山により，量子エルゴ

ード性の「レベル・アスペクト」が
証明された．これは，従来のスペク
トルの増大という概念を，より一般
的に多様体の不変量（解析指標）の
増大に拡張した概念である．小山が
扱ったのは，1995 年にルオとサル
ナックが扱ったモジュラー群の合
同部分群の場合の別アスペクトで
あり，これ以外の群においてこのよ
うな別アスペクトの現象がどこま
で成り立つかが注目されていた． 

 
２． 研究の目的 

(1) 本研究の目的は，標数が正の場合，
すなわち，有限体上の一変数関数体
上のモジュラー群や合同部分群に
対し，量子エルゴード性を拡張する
ことであった． ルオとサルナック
が扱ったモジュラー群・合同部分群
の場合に量子エルゴード正の正否
を突き止めることを，第一の目的と
した． 
 

(2) 第二の目的として，リンデンシュト
ラウスやサンダララジャンによっ
て示されたカスプ形式に対し，量子
エルゴード性のレベル・アスペクト
が存在するのか，もし存在するとす
ればどのように定式化され，証明さ
れるのか，それらの問題を解明する
ことを掲げた． 

 
３． 研究の方法 

(1) 標数が正の場合，スペクトルが有界
であるため，先行研究のようにスペ
クトルを無限大に増大させた極限
を考えることが不可能である．この
ため，量子エルゴード性は標数が正
の場合には一切考えられてこなか
った．本研究では，2009 年の小山
の結果により，スペクトルを増大さ

せた従来のバージョンではなく，他
の解析指標，特に合同部分群のレベ
ルの増大を考察することにより，標
数が正の場合への一般化を試みた． 
 

(2) 量子エルゴード性の証明の鍵とな
るのは，保型 L 関数の凸評価の解明
である．本研究では，標数が正であ
ることを踏まえ，保型 L 関数に対す
るリーマン予想類似がすでに証明
されていることから，本質的に凸評
価に相当する性質が証明可能であ
ろうと考えた． 
 

４． 研究成果 
(1) 保型 L関数の凸評価を改良した．す

なわち，臨界線上における保型 L関
数の絶対値を，合同部分群のレベル
が無限大に増大した際の漸近評価
式として，関数等式などから得られ
る標準的な評価よりも精密な漸近
式で上から押さえることに成功し
た．証明の方針は，以下のようであ
った． 
 
① まず，標数が正の関数体の場合

において，ラフォーグによって
2002 年に証明されたラングラ
ンズ予想を用いた．このことか
ら，保型 L関数が有理関数表示
を持ち，零点の実部が 1/2 と
なる性質（リーマン予想の保型
L 関数への類似）も示された． 
 

② 次に，コンリーとゴーシュによ
る 2006 年の定理「任意のセル
バーグ族に属する L関数は，リ
ーマン予想を満たせばリンデ
レーフ予想を満たす」に注目し
た．従来，標数が正の L関数に
対してセルバーグ族という概
念は考えられたことがなかっ
たが，本研究では，オイラー積
で定義された L 関数が関数等
式を持つという，セルバーグ族
の基本的な性質を踏まえ，それ
を満たせば，標数が正であって
も，コンリーとゴーシュの定理
を適用可能であることを確か
めた． 

 

③ 以上で得た①②を組み合わせ
ることにより，標数が正の関数
体の場合に，保型 L関数がリン
デレーフ予想を満たすことを
証明した． 

 

(2) 標数が正の場合に，モジュラー群と
合同部分群のアイゼンシュタイン



級数に対し，量子エルゴード性のレ
ベル・アスペクトを証明した．すな
わち，合同部分群のレベルが無限大
に（レベルは有限体上の多項式であ
り，その次数が無限大に）近づくに
伴って，アイゼンシュタイン級数の
値分布が限りなく等分布的になる
という事実を証明した．証明の方針
は，以下のようであった． 
 
① 量子エルゴード性の定義式は，

「任意のジョルダン可測集合
上で，固有関数の絶対値二乗の
定積分が，特定のアスペクトの
極限を取った際，１の定積分に
収束する」ということであるが，
本研究では，まずこのジョルダ
ン可測集合上の定積分を考え
る代わりに，その可測集合の特
定関数の，全多様体上での定積
分を考えた．これら二つの定積
分は数学的に言い換えただけ
であり，積分値は等しい． 
 

② 次に，特性関数を含んだ定積分
において，特性関数をスペクト
ル分解し，離散スペクトルに対
する固有関数であるカスプ形
式の部分と，連続スペクトルに
対する固有関数であるアイゼ
ンシュタイン級数の部分に分
け，各部分の漸近評価を計算し
た． 

 

③ このうち，アイゼンシュタイン
級数の部分については，古典的
な計算のみで処理ができ，目的
としている量子エルゴード性
の成立に十分な評価を得るこ
とができた． 

 

④ 残るカスプ形式の部分につい
て，複雑な計算過程を経たのち，
最終的にそのカスプ形式（マー
ス波動形式）に対する保型 L関
数の凸評価の改善に，問題が帰
着された． 

 

⑤ この保型 L 関数の評価に関し，
前項(1)で得た「凸評価の改善」
を用いた．これによって，最終
的に量子エルゴード性を証明
することに成功した． 
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