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研究成果の概要（和文）：暗号理論では有限体上の関数で非線形度が高いものが重要である。そのような関数の一つに
APN関数がある。これらをEA同値類にわけて考える。当研究では2元体のn次線形群が作用するある置換群の可遷域の個
数は非同値なquadratic APN関数の異なる同値類の総数に等しいことを示した。また、有限体上のある線形方程式の解
が丁度2個である時の必要十分条件をその係数の関係式で求め,その応用として３つのAPN関数を構成し、これらを置換
群の視点から特徴付けた。更にAPN関数の中で最重要なGold関数にEA同値な関数の表示を明確にした。

研究成果の概要（英文）：In the cryptography theory,it is important to construct functions over finite 
fields which have hight non-linearities. Almost perfect nonlinear(APN) functions are one of them. APN 
functions are classified in EA-equivalent classes. In the study,I consider some permutation group (G,S) 
where G is the linear group of degree n over GF(2) and S is a set of subspaces of the alternative product 
of a finite field F with some properties. I proved the number of G-orbits on S equals to the namber of EA 
equivalent classes of quadratic APN functions on F.I obtained some conditions that a special linear 
equation over a finite field has exactly two solutions and as a application of the results, I constructed 
three APN functions and decided subspaces corresponding to these functions up to EA-equivalence. Moreover 
I obtained an effective expression of APN functions which are equivalent to Gold functions which are most 
interesting ones among APN functions.

研究分野： 代数学
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１． 研究開始当初の背景 
 

有限射影平面の位数は素数冪であろうとい
う予想は Prime Power Conjecture としてよ
く知られているが条件なしで解決するには
難問である。そこで、比較的大きな自己同型
群をもつ有限射影平面や有限アフィン平面
の研究が 50 年程前から多くの数学者により
なされてきた。射影平面についていうと、 
点の集合の上に2重可遷群をもつ場合はデザ
ルグ平面であることが Ostrom と Wagner
により示された。 

その後、Flags 上可遷に作用する自己同型 

を有する場合は例外を除いてデザルグ平面

になることが Kantor により示された。 

点の集合上に可遷に作用する自己同型群を

有する射影平面がどのようなものであるか

は未解決である。 

アフィン平面の場合は点の集合の上に可遷
でさらにprimitiveに作用する自己同型を有
する場合はtranslation planeになることが
平峰豊により示された。点の集合に可遷で
かつ正則に作用する自己同型をもつ場合は
難問として未解決で残されてきたが、 
二つの同じ位数の群 G と H の直積が点の 

集合に正則に作用して、H に入る各自己同

型がこのアフィン平面に背景写像として作

用するときは、G から H への planar 関数

なるものが定義されて、この関数を決める

問題となる。G と H が可換群のときはある

奇素数 p に対し G と H は p-群になること

がBlokhuis,Jungnickel及びSchmidtによ

り示された。更にこのとき G と H は基本

可換 p-群に比較的近い構造を持つことを、

以前当研究代表者が示した。 

planar 関数で既知のものは両方の群が基

本可換 p-群のものばかりであるが、この場

合は有限体上の関数とみることができる。

有限体上の planar 関数は暗号理論に深く

係わることが20年程前Nybergにより指摘

された。以来 planar 関数の研究は有限幾

何ばかりでなく暗号理論の視点からも注目

されてきた。標数 2 の有限体上の関数で

planar 関数に相当するのが APN 関数であ

る。ある尺度で測ると両方とも非線形度が

最も高いものであるという共通点をもつ。 
S-box を介して暗号を実用的に構成する際に
標数 2 の有限体上の APN 関数や bent 関数が
使用される。そのため、このような関数をで
きるだけ多く構成し、これらがどれぐらい多
くありうるかを評価し、できれば非同値な 
APN関数やbent関数を分類することが求めら
れてきた。 
また標数が奇素数 p の有限体 F 上の
quadratic planar 関数から GF(p)を部分構造
にもつ可換 Semifield が構成され、逆に可換 
Semifield から quadratic planar 関数が構成
されることは当研究代表者等により調べら
れていたが、両者の関係をもっと精密に調べ
ることが求められていた。 
 
２． 研究の目的 

 
有限体の関数間に EA 同値であるかないかが
定義され、EA同値なものは本質的に同じもの
と考えてよい。 
非同値な quadratic APN 関数の個数を評価し、
分類すること、標数 p(奇素数)で同じバージ
ョンの問題である非同値な quadratic  
planar 関数の個数を評価し分類することが
当研究の目的であった。 
また、quadratic planar functions に有限 
Commutative semifields が対応することを 
明確にし、quadratic planar functions の 
EA-同値類と有限 Commutative semifields の 
同型類が 1対 1に対応するのかしないのかを 
見極めることも研究の目的であった。 
可能なら、APN 関数や planar 関数と有限幾何
やグラフとの係りを調べることも目的とし
ていた。 
 
３． 研究の方法 

 
標数 2の有限体 F上の quadratic APN 関数を
F の交代積のある条件を満たす部分空間達の
集合に作用する線形群 GL(F)での置換群の可
遷域の個数を評価することにより、APN 関数
の非同値な個数を評価し、できれば分類する
ことが当研究の方法である。 
奇標数の有限体 F 上の quadratic planar 関
数についても上記の方法で F 上非同値な
quadratic  planar 関数の個数を評価して、
分類をするのが当研究の方法である。 
もう一つは有限体上の線形方程式の解の個
数がこの体の中で惟一つまたは丁度二つで
ある必要十分条件を求め、その応用として
APN関数もしくはplanar関数を構成すること
である。この研究を進めるにあたり、パリ大
学で有限体上の関数で優れた研究を行って
いる C.Carlet 氏及び有限体と有限幾何の分
野で先見性と独創力をもつ東京女子大の吉



荒聡氏と当研究の協力関係を保ち、折にふれ
集中セミナーを行って研究の方向を見定め
た。 
 
４． 研究成果 

 
有限体 F上の非同値な quadratic APN 関数の
個数がFの交代積のある条件を満たす部分空
間の集合に作用する線形群の置換群の可遷
域の個数と等しいことを示した。(APN 関数の
一つの EA 同値類が置換群の一つの可遷域に
対応することを示し、この対応が 1:1 である
ことを示したのである。) 
また、この個数があるパラメーターの交代和
で表されることを示した。そして、それぞれ
のパラメーターの上限と下限を求めた。 
標数 2の体で濃度 2冪の冪が偶数である場合
で、F 上のある線形方程式の、F での解の個
数が丁度2個である必要十分条件を係数の間
の関係式で表すことにより求めた。 
この応用として３つの APN 関数を構成し、 
これらの関数に対応する部分空間の形を決
めた。 
また APN 関数の中で最も重要な関数である
Gold functions と同値になる関数がどのよ
うな形の関数であるかを明確にした。 
奇素数 pに対し、濃度 pの n乗の体 Fで F上
非同値な quadratic planar 関数の個数が F
の対称積のある条件を満たす部分空間の集
合に作用する線形群 GL(F)の置換群の可遷域 
の個数に等しいことを示した。 
F上の quadratic planar 関数に Fの対称積の 
ある部分空間が1:1に対応することを利用し
て２種類の planar 関数の特徴付を行った。 
更に、GF(p^n)上の quadratic planar 
Function を与えれば、GF(p)上 n次元の 
有限可換 semifield が構成でき、逆に GF(p)
上 n 次元の可換 semifield から GF(p^n)上の
quadratic planar が構成できることを 
もう少し精密化した。 
濃度が 2の n乗の体 F上の 4次の線形方程式
の解の個数が i(i=1,2,4)であるような方程
式の個数 N(i)を決めた。F上 8次の線形方程
式の解の個数 i(i=1,2,4,8)であるような方
程式の個数 N(i)のうち、N(1)と N(2)を決め
た。 
奇素数 p に対し、濃度 p の 2k 冪の有限体か
らGF(p)へのある条件を満たすbent関数から 
強正則グラフが構成される。この条件を満た
す bent 関数は二つ知られている。 
P が 19 以下のとき、これらの二つの bent 関
数から得られる強正則グラフが同型でない
ことを示した。 
自然数 n について、$GL(n,2)$の主な部分群
を決めた。 
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