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研究成果の概要（和文）：　本研究の目的は、非特異トーリック多様体上のアンプル直線束はすべて正規生成であろう
という予想の３次元と４次元の場合の解決である。
　平成２３年度には、３次元でアンプル直線束の随伴束が巨大でない場合の肯定的解決の論文が出版された。また、特
異点をもつ場合には、一般次元でベリーアンプルだが正規生成でないものの存在を示し、論文として出版した。さらに
、射影直線への全射をもつ３次元非特異トーリック多様体上のすべてのアンプル直線束が正規生成であることを証明し
た。
　平成２５年度には、随伴束が巨大でないアンプル直線束をもつ３次元非特異トーリック多様体上のすべてのアンプル
直線が正規生成であることを示した。

研究成果の概要（英文）：  The aim of this research is to prove the conjecture that all ample line bundles 
on a nonsingular toric variety in dimension three and four are normally generated.
  In 2011, our article which proves that an ample line bundle on a nonsingular toric 3-fold whose adjoint 
bundle is not big is normally generated has been printed in a scientific journal.  We construct examples o
f very ample but not normal lattice polytopes in all dimensions greater than two.  And we proves that all 
ample line bundles on a nonsingular toric 3-fold which has a surjective morphism onto the projective line 
are normally generated.  In 2013, we proves that all ample lines bundles on a polarized toric 3-fold which
 has an ample line bundle with non-big adjoint bundle are normally generated.
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１．研究開始当初の背景 
２次元トーリック多様体上のアンプル直線
束はすべて正規生成であり、定義イデアルは
３次以下の元で生成されることが知られて
いた。特に、非特異トーリック曲面の定義イ
デアルは２次式で生成される。このことから、
Sturmfels は、一般に、非特異トーリック多
様体が射影正規的に射影空間に埋め込まれ
ているとき、その定義イデアルは、２次の元
のみで生成されるであろうと予想した。 
 
この予想の検証のために、いくつかの例を計
算しようとするとき、射影正規的埋め込みの
検証が大変難しい。確かめられたのは、射影
空間の直性などの自明な場合のみであった。 
 
トーリック多様体上のアンプル直線束は整
凸多面体と対応し、直線束の正規生成性が多
面体の正規性に対応することが知られてい
る。 
 
また、３次元と５次元に１つずつベリーアン
プルだが正規でない凸多面体が存在するこ
とが知られていた。これらは、非特異ではな
い。 
 
我々は、まず、非特異トーリック多様体上の
アンプル直線束はすべて正規生成であろう
と予想し、対応する整凸多面体で内部に整数
点を含まないものを分類した。これにより、 
３次元非特異トーリック多様体上のアンプ
ル直線束でその随伴束が巨大でない場合に
は、直線束が正規生成であることを示してい
た。 
 
 
２．研究の目的 
非特異トーリック多様体上のすべてのアン
プル直線束は正規生成であろうという予想
の３次元と４次元の解決を目的とする。 
問題は、整凸多面体の研究に帰着するが、以
前の研究から、３次元の場合に限っても、簡
単には正規性を示すことができない。 
 
そこで、多面体が２つの多面体のミンコフス
キー和になっている場合を研究して、正規性
を示し、定義イデアルの２次生成も解決する
ことを目標とする。また、弱ファノ多様体に
ついても正規性が示せれば、１次元上のトー
リック・ファノ多様体に対しても正規性が示
せると期待できる。 
 
 
３．研究の方法 
多様体に何らかの構造を仮定して、特徴に応
じた証明法を見つける方向で研究する。 
 
特に、線分とのミンコフスキー和になってい
る多面体は、射影直線への全射をもつトーリ

ック多様体に対応するから、ファイバー束の
構造をもつトーリック多様体との比較など、
研究方法の手がかりがある。 
 
さらに、３次元のベリーアンプルだが正規で
ない整凸多面体は、線分と３単体とのミンコ
フスキー和であることに注意すると、高次元
での多数の例が作れそうである。 
 
また、以前の研究で分類した、内部に整数点
を含まない凸多面体に対応するトーリック
多様体も特徴的であるから、この上のアンプ
ル直線束の正規生成を研究しやすい。 
 
４次元トーリック・ファノ多様体上のアンプ
ル直線束について研究するために、３次元弱
ファノ多様体を研究しなければならない。 
トーリック弱ファノ多様体は、ゴレンスタイ
ン・ファノ多面体と密接に関係している。組
み合わせ的に４次元まで分類されているが、
３次元でも４千個以上も存在し、分類が我々
の研究に役立つとは思われない。別の視点か
ら、正規性を調べるべきである。 
 
 
４．研究成果 
射影直線上への全射がある３次元トリック
多様体で0でのファイバーが既約な場合につ
いて、その上のすべてのアンプル直線束が正
規生成であることを示した。具体的には、２
次元多角形と線分のミンコフスキー和の場
合に正規性を証明し、この形の多面体の和集
合に分解する方法を見つける。この課程で、
一般の場合の証明法が見つかった。これを論
文にまとめて学術雑誌に投稿した。まだ掲載
許可を得ていない。この結果を日本国内と海
外の研究集会で発表した。 
 
以前の研究における内部に整数点を含まな
い整凸多面体の分類から、随伴束が巨大でな
いアンプル直線束をもつ３次元偏極トーリ
ック多様体の大まかな分類が得られたので、
この種のトーリック多様体上のすべてのア
ンプル直線束が正規生成であることを示し
た。この中には、トーリック・ファノ多様体
が含まれる。すなわち、３次元トーリック・
ファノ多様体上のすべてのアンプル直線束
が正規生成であることが証明できた。これも
論文にまとめて、学術雑誌に投稿し、出版さ
れた。この結果を日本国内と海外の研究集会
で発表した。 
 
また、３次元以上のすべての次元に特異点を
もつトーリック多様体でベリーアンプルだ
が正規生成でないアンプル直線束をもつも
のが存在することを具体例を構成すること
で示した。ただし、論文にまとめたものには、
誤りが見つかり、訂正を加えた。３以上の各
次元にこのようなトーリック多様体が存在
することは正しい。 



 
連携研究者石田正典は、トーリック多様体の
一般化であるトロイダル埋め込みの比較的
簡単な応用である土橋カスプ特異点の定義
イデアルの計算をグレブナー基底の有効な
使用法を見つけて、正標数のカスプ特異点の
定義を試みている。 
 
連携研究者原伸生は、トーリック多様体に現
れる孤立特異点の特異点解消のグラフと同
じグラフをもつ正標数の特異点を研究し、２
次元の場合には、トーリック特異点であるこ
とを示した。これには、彼が以前から研究し
ている正標数のF正則特異点が役立っている。 
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