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研究成果の概要（和文）：Borel鋳型の表現のモジュライの構成について、学術論文として公表した。各鋳型に対する
２次表現のモジュライの構成と、自由モノイドに関する２次表現の各鋳型に対する位相幾何的性質についての結果（鳥
居猛氏（岡山大学）との共著）をプレプリントとして公表した。面田康裕氏（明石高専）との共同研究として、複素単
純Lie群の有限次元既約表現に関して、thick表現とdense表現の分類が完成した。また、Loewy列に関する表現のモジュ
ライの分割がpolynomial countと関連があること、代数的閉体上、各々の分割が表現多様体において局所閉であること
が鳥居猛氏との共同研究により判明した。

研究成果の概要（英文）：The paper on the construction of the moduli of representations with Borel mold 
has been published. As preprints, we announced the results on the construction of the moduli of 
representations of degree 2 for each mold and on topological properties of them for free monoids (joint 
work with Takeshi Torii(Okayama University)). We completed the classification on thick representations 
and dense representations of complex simple Lie groups (joint work with Yasuhiro Omoda (Akashi National 
College of Technology)). As a joint work with Takeshi Torii, we also see that the stratification of the 
moduli of representations with respect to Loewy series is much related with whether the moduli is 
polynomial count, and that each stratification is locally closed in the representation variety over any 
algebraically closed field.

研究分野： 数学・代数学

キーワード： 代数学　代数幾何学　不変式論　表現のモジュライ
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１． 研究開始当初の背景 
本研究は、本研究者が若手研究（Ｂ）「表 

現のモジュライとその周辺」（2007 年度～
2010 年度、研究課題番号：19740007）にお
いて行った研究の続きにあたる。 
 表現のモジュライは、数学の各分野にわた
る基本的かつ重要な数学的対象である。表現
そのものを知りたいだけでなく、いろいろな
数学的対象のモジュライ（たとえばベクトル
束のモジュライ）を構成する際にも、表現の
モジュライを応用することができる。 
群やモノイドの表現のモジュライを通常

の方法で構成しようとすると、絶対既約表現
でない場合には、組成因子が等しい２つの表
現が商空間の中で同じ点としてくっついて
しまうために、表現の同値類とモジュライの
点が１対１に対応しないこととなる。その欠
点を解消するために、本研究者が「鋳型」と
いう概念を登場させた。鋳型の等しい表現だ
けを集めてくると、うまく表現のモジュライ
を構成できることを、Borel 鋳型の場合に示
した。ここでいう、鋳型とは行列の部分代数
のことである。表現の行列環への像が生成す
る部分代数（鋳型）が同じものを集めようと
いうアイデアである。 
 本研究者と鳥居猛氏（岡山大学）により、
自由モノイドについて、複素数体上の Borel
鋳型表現のモジュライに関する位相的な性
質、有理ホモトピー型の記述、Sullivan の極
小モデル上の混合ホッジ構造の記述、表現の
次数が小さい場合の整係数コホモロジー群
の決定、などが結果として得られていた。 
 研究開始当初時も、そして現在においても、
いろいろな鋳型に対する表現のモジュライ
を構成し、それらの代数幾何学的な性質や代
数的位相幾何学的な性質を調べることは大
変有意義であると思われる。 
 
２． 研究の目的 
 各鋳型をもつ表現のモジュライを構成し、 
その構造を不変式論からのアプローチと代
数的位相幾何からのアプローチで解明する。
主に次の問題に取り組む。 
 

(1) 各鋳型に対する表現のモジュライを代
数幾何的に構成せよ。 
 

(2) 自由モノイドに関して、各鋳型に対す
る２次表現のモジュライの位相的性質
を調べよ。特に、２次絶対既約表現の
モジュライに関する位相的構造につい
て調べよ。 

 
(3) 既約表現の中で、thick, dense といっ

た特別な表現のクラスについて調べ、
未解決問題に取り組む。 

 
(4) 行列の不変式環の構造について、ＰＣ

を使い、退化したポアンカレ級数の決

定を目標とする。 
 
３．研究の方法 
 当初の研究の方法は次の通りである。なお、
実際には一部優先順位をかえて、研究を行っ
た。 

(1) 各鋳型に対する表現のモジュライの構
成について、順次論文を執筆していく。 
 

(2) 自由モノイドに関して、各鋳型の２次
表現のモジュライの位相的構造につい
て、鳥居猛氏（岡山大学）と共同で研
究を進める。 

 
(3) 面田康裕氏（明石高専）と共同で、thick

や dense といった表現に関する未解決
問題に取り組んでいく。結果を順次論
文にまとめていく。 

 
(4) 奥山真吾氏（香川高専）と共同でＰＣ

を使い、行列の不変式環について、退
化したポアンカレ級数を求めていく。 

 
４．研究成果 
 

(1) 各鋳型に対する表現のモジュライの構
成について、Borel 鋳型の表現のモジ
ュライの構成に関しては、単著 ”The 
moduli of representations with Borel 
mold” が 学 術 雑 誌 ”International 
Journal of mathematics に掲載され
た。また、２次表現の各鋳型に対する
表現のモジュライの構成については、
プ レ プ リ ン ト ”The moduli of 
representations of degree 2” 
(arXiv:1405.2788) として、公表した。
現在学術雑誌に投稿中である。２次表
現は６種類に分類され、それぞれの場
合に関して表現のモジュライを構成し
た。６種類とは、絶対既約表現、Borel
鋳型表現、半単純鋳型表現、冪単鋳型
表現、F2上の冪単鋳型表現、スカラー
鋳型表現のことである。２次表現のモ
ジュライについては、Kyung Hee 大学
（韓国）において、第 6 回日中韓環論
国際シンポジュームで講演を行った。 

 
(2) 自由モノイドに関して、各鋳型に対す

る２次表現のモジュライの位相的性質
について、鳥居猛氏と共著のプレプリ
ント ”Virtual Hodge polynomials of 
the moduli spaces of representations 
of degree 2 for free monoids” 
(arXiv:1501.02933) を 公 表 し た 。
Reineke や Lawton がすでに得ていた
結果と重複するところもあるが、表現
多様体を鋳型に関して分割し、それぞ
れの部分スキームを表現に関する函手
として記述し、その位相的性質の詳細



について調べた点が独創的である。自
由モノイドの２次絶対既約表現の表現
多様体および指標多様体に関して、
Hasse-Weil ζ関数を求め、関数等式
を満たすことを確認した。また、その
内容については、代数幾何学城崎シン
ポジウムにおいて、講演 
” Virtual Hodge polynomials of the  
moduli spaces of representations for  
free monoids”を行った。 
 

(3) 面田康裕氏との共同研究として、thick
表現に関する結果を論文 ”Special 
classes of irreducible representations 
I” (仮題) にまとめつつあり、近々公表
予定である。ここで thick な表現ρ:G
→GL(V)とは、V の部分空間 V1, V2 で、
dimV1+dimV2=dimV となるものに対し、
ある G の元 g が存在して、（ρ(g)V1）
+V2=V となるときをいう。dense な表現
とは、外積表現がすべて既約である表
現のことをいう。さらに、新しい概念
と し て 、 realizable subspace 、
r-number などを登場させた。小さい次
元に対する r-number を具体的に計算
した。絶対 thick 表現が表現多様体の
中で開集合をなし、そのことを利用す
ると、絶対 thick 表現の同値類のモジ
ュライを有理整数環上構成できること
を示した。絶対 dense 表現の同値類の
モジュライも、絶対 thick 表現の同値
類のモジュライの開集合として、有理
整数環上構成できる。また、その内容
については、ビーレフェルト大学（ド
イツ）において、ICAR2012 で講演 
“The moduli of absolutely thick 
representations” を行った。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
面田康裕氏の結果により、complex 
simple Lie group の有限次元複素既約
表現について、thick 表現および dense
表現についての分類が完成した。それ
により、weight multiplicity free な表
現と thick 表現が結び付けられた。さ
らに、既約表現の非自明な外積表現が
thick でないという結果も得られた。こ
のことから、既存の既約表現から外積
をとることによって、新しく thick 表

現を作ることができないことがわかっ
た。非自明な外積をとることにより、
絶対 dense 表現のモジュライから、絶
対 thick でない絶対既約表現のモジュ
ライへの射が得られる。これらの結果
についても、 ”The classification of 
thick representations of simple Lie 
groups” (仮題)として公表予定である。 
 

(4) 行列の不変式環の退化したポアンカレ
級数について、７次の２個の行列の場
合を計算した。まだまとまった結果は
得られていないが、順次ＰＣを利用し
て、下の方からの計算を継続している。 

 
(5) 鳥居猛氏との共同研究として、Loewy

列に関する表現のモジュライの分割が、
polynomial count と密接に関連するこ
とを見出した。また、代数的閉体上、
Loewy列による表現のモジュライの分
割が、表現多様体において局所閉であ
ることを確認した。ここで、Loewy 列
とは、表現に対応する加群の socle を
とり、加群全体を socle で割った剰余
加群の socle をとり、さらに剰余加群
の socle をとり、・・・というふうにし
て得られる部分加群の列のことである。
Loewy 列の type が同じ表現を集めて 
分類すれば、鋳型による分類より荒い 
が、局所閉といった性質を取り出せる 
ことを発見した。これらの結果につい 
て順次論文としてまとめ、公表してい 
く予定である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Loewy 列による 2次表現の分類 

（2 次の場合には鋳型による分類

と本質的に一致する。） 

2 

 

 

 

 

  

  

絶対既約表現 

Borel 鋳型表現 

半単純鋳型表現 

冪単鋳型または F2

上の冪単鋳型表現 

スカラー鋳型表現 

絶対既約表現のモジュライ 

絶対既約 

絶対 dense 

絶対 thick 
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