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研究成果の概要（和文）：本研究ではブーリアングレブナ基底を用いて，連立ブール方程式の効率的解法である井上ア
ルゴリズムと，その数独型パズルへの応用の研究を行った．まず，一般化井上アルゴリズムを用いて連立ブール方程式
を解く際に現れる全ての樹形図の３つ組データの最少値として，井上不変量を定義した．応用として，数独型パズルを
連立ブール方程式で定式化し，４独および対角型５独パズルの場合に井上不変量の分類を行い，２つの特殊な対角型５
独パズルを除いて，全ての唯一解をもつパズルの井上不変量は自明であることを証明した．また，9×9の数独パズルの
場合は，井上不変量が数独パズルの難易度を表すすぐれた指標であることを実験で確認した．

研究成果の概要（英文）：In this research, we have studied the Inoue algorithm, which is a very efficient 
method for solving a system of the Boolean polynomial equations, and its application to the puzzles of 
Sudoku type. We have firstly defined the Inoue invariant of such a system, which is the triple data of 
the minimum tree diagram among all the trees appearing in the process of the generalized Inoue algorithm. 
As an application, using the formulation of the puzzles of Sudoku type in terms of the Boolean polynomial 
equations, we have classified the Inoue invariant of the 4-doku and the diagonal 5-doku puzzles. It turns 
out that in these cases, every puzzle with a unique solution has a trivial Inoue invariant (2,1,1) except 
2 special types of diagonal 5-doku puzzles. We have also shown by experiments that, in the case of Sudoku 
puzzles (9 times 9), the Inoue invariant is an excelent indicator of the difficulty of the puzzles.

研究分野： 代数幾何学，計算代数学

キーワード： Booleanグレブナ基底　井上アルゴリズム　数独型パズル
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１．研究開始当初の背景 
(1) ブーリアングレブナ基底は，体上の多項
式環のイデアルの通常のグレブナ基底の変
種であって，ブール多項式環のイデアルの標
準基底である．ブーリアングレブナ基底は，
1980 年代に佐藤，坂井らによってはじめて
導入され，以来，理論面・応用面の両方から
さかんに研究されている（引用文献[3]参照）． 
 
(2) 井上は，引用文献 [2] において，ブーリ
アングレブナ基底を用いて連立ブール方程
式の解を求める優れたアルゴリズム（井上ア
ルゴリズム）を提唱した．井上アルゴリズム
は，与えられた連立ブール方程式の定めるイ
デアルに属する ASP(=Almost Solution 
Polynomial，ほとんど解けた形の多項式)を
巧みに用いる．すなわち，イデアルに属する
ASP を SP(=Solution Polynomial，解けた形
の多項式)に変換することにより，より多くの
変数の値を定めていくのである．もし，イデ
アルに属する ASP がなくなってしまった場
合は，あらかじめ変数順序を１つ固定してお
き，まだ値の定まっていない変数のうち最少
のものを選び，更にこの変数の取りうる値を
任意に１つとり，その SP をイデアルに付け
加えて，このイデアルについて再び ASP を
探して SP に変換し，より多くの変数の値を
定めていく．井上アルゴリズムの実行結果は
１つの樹形図で明確に表示できるが，ASP が
なくなった時に新しい変数を選び，その取り
得る値を選ぶ時点は，樹形図ではちょうど分
岐点になっている．分岐点での分岐数は，選
んだ変数の取り得る値の個数に等しい．井上
アルゴリズムを実行していくと，樹形図が成
長していくのであるが，連立ブール方程式の
解は，この樹形図の葉（行き止まりの点）に
なる．ただし，すべての葉が解を与えるわけ
ではなく，たとえばもとの連立方程式が唯一
の解をもつ場合は，１つの葉のみが解を与え，
それ以外の葉はすべて解でない．樹形図の成
長は有限回で止まり，この井上アルゴリズム
で連立ブール方程式の全ての解を求めるこ
とができる． 
 
(3) 井上アルゴリズムは，引用文献[2]におい
て，数独パズルを効果的に解くのに応用され
た．数独パズルとは，9×9 の升目に 1 から 9
までの数字を，各行，各列，９個の 3×3 ブ
ロックに重複しないように埋めるパズルで，
世界的に楽しまれ，また，数学的構造が複雑
なため代数的組み合わせ論の研究対象とし
ても興味深く，多くの研究がなされている．
数独パズルは，連立ブール方程式を用いて簡
単に定式化することができる．井上は，数式
処理システム Risa/Asir 上に井上アルゴリ
ズムを実装し，このプログラムを用いて，数
独パズルのブール連立方程式は，数秒から数
分程度でパソコンを用いて解くことができ
ることを見出した．  
    

２．研究の目的 
(1) ブーリアングレブナ基底は，1980 年代に
その基礎付けがなされて以来，文献が散在し
ており，現在では手にはいらないものも多い．
従って，まずブーリアングレブナ基底の初等
的かつ厳密な基礎付けの再構築をすること
が最初の目標である． 
 
(2) 井上アルゴリズムは，井上によって
Risa/Asir 上に実装されたが，私達の研究室
では別の優れた数式処理システムである
Magma（引用文献[1]）を用いて代数計算を
行っている．そこで，井上アルゴリズムを
Magma 上に実装し，独自のプログラムの開
発とプログラムの改良を行うことを目的と
した． 
 
(3) 井上アルゴリズムは，分岐点においてま
だ値の決まっていない変数を選ぶ際，あらか
じめ１つの固定した変数順序を用いて，値が
未決定の変数のうち最小の変数を選ぶ．これ
は，井上アルゴリズムの実行結果を一意的に
定めるためである．従って，井上アルゴリズ
ムは，１つ固定した変数順序に依存して，分
岐点で選択する変数が決まる．この変数順序
への依存は，井上アルゴリズムの弱点の１つ
であって，分岐点で選択する変数を任意に選
ぶことも可能である．この変数順序への依存
を解消するように井上アルゴリズムを改良
することも重要な目的である． 
 
(4) 引用文献[2]には，人間にとって易しい数
独パズルは分岐点なしで解けることが報告
されている．これは，井上アルゴリズムが数
独の難易度判定に使えることを示唆してい
る．そこで，井上アルゴリズムを連立ブール
方程式の難易度判定に用いること，さらに数
独パズルの難易度判定に応用することを最
終目標とした．    
 
３．研究の方法 
この研究は，基本的には代数学と計算機を用
いて行った．ブーリアングレブナ基底の理論
的基礎付けとその応用には，ブール多項式環
を用いるため，ブール代数を多く用いる．ま
た，ブーリアングレブナ基底の計算や井上ア
ルゴリズム，井上不変量の計算には数式処理
システム Magma (引用文献[1])を用いて，平
成２３年度に科研費で購入させていただい
た 高 性 能 の ワ ー ク ス テ ー シ ョ ン  Del 
Precision T7500 上で計算した． 
 
４．研究成果 
(1) ブーリアングレブナ基底理論の基礎づ
けと計算アルゴリズムの実装．単位的可換環
B であって，任意の元 b の２乗が b に等しい
ときBをブール環という．Bをブール環とし，
B 上の多項式環 B[x]=B[x1, …,xn]を考える．
さらに，B[x]を xi

2-xi (1 ≦i ≦n)で生成さ
れるイデアルで割った剰余環をブール多項



式環といい B(x)で表す． B[x]または B(x)の
イデアルの標準基底であるブーリアングレ
ブナ基底の基礎理論については，すでに佐
藤・坂井らによって 1980 年代に構築されて
いるが，彼らは特別な型の単項式簡約化を用
いて, 体上の多項式環のイデアルの通常の
グレブナ基底とほぼ類似の理論が成立する
ことを示した．筆者は，単項式簡約化と同値
である特別な割算アルゴリズムを用いて理
論全体を見通しよく再構成した．すなわち，
まず，割算アルゴリズムを用いて，B[x]の有
限生成イデアル Iについて，Buchberger の判
定法とグレブナ基底の構成アルゴリズムを
証明し，更に，得られたグレブナ基底を極小
化・簡約化・stratify することによって，
stratified ブーリアングレブナ基底を構成
する．Stratified ブーリアングレブナ基底
はイデアル Iから一意的に定まり，B[x]また
は B(x)のイデアルの標準基底を与える． 
実際の計算では，F2={0,1}を 2 元体として，

B=F2
m の形のブール環を扱うことがほとんど

である．この場合は，Stratified ブーリア
ン基底は，各成分ごとに F2[x]のイデアルの
簡約グレブナ基底の計算をしてから，各成分
のグレブナ基底をまとめることによって簡
単に得られる．この成分ごとの計算によるブ
ーリアングレブナ基底の計算アルゴリズム
は井上によって数式処理システム Risa/Asir 
に実装されたが，筆者達のグループは数式処
理システム Magma に実装して，計算実験など
を行っている．以上の結果は発表論文①にま
とめた． 
 
(2) 分岐数予想の解決．井上アルゴリズムの
実行結果は，先に述べたように樹形図で表さ
れる．多くの数独パズルの連立ブール方程式
の解を井上アルゴリズムで解いてみたとこ
ろ，全ての分岐点で分岐数が２以上であった．
分岐数の定義からは分岐数が１という可能
性もあるので，井上アルゴリズムの樹形図で
は任意の分岐点で分岐数は必ず2以上であろ
う，という予想をした．この予想は，ASP の
性質の詳しい解析によって肯定的に解決す
ることができた（発表論文②）．  
 
(3) 井上不変量の定義と連立ブール方程式
の難易度評価．引用文献[2]で示唆されてい
るように，井上アルゴリズムは連立ブール方
程式の標準的な解法であるがゆえに，その方
程式の難易度判定に用いることができると
考えられる．そこで，連立ブール方程式の難
易度を判定する不変量として，以下の井上不
変量を提唱した．まず，井上アルゴリズムで
は分岐点でまだ値の定まっていない変数を
１つ選ぶのであるが，あらかじめ変数の順序
を１つ固定しておき，まだ値未決定の変数の
うち最小の変数を選択する．これは，井上ア
ルゴリズムの実行結果を一意的にするため
であるが，一方では，最初に任意に選ぶこと
のできる変数順序にアルゴリズムの遂行結

果が依存してしまう，という欠点でもある．
そこで，まず，井上アルゴリズの分岐点にお
いて，値未決定の任意の変数を選択すること
を許すことにして，この拡張化を一般化井上
アルゴリズムと呼ぶ．一般化井上アルゴリズ
ムでは，分岐点での変数の選択枝がたくさん
あるため，実行結果は一般に多数あり，多数
の樹形図が生み出される．これらの樹形図の
３つ組データ（節の数，葉の数，高さ）の最
小値を，この連立ブール方程式の井上不変量
と定義する．井上不変量は，連立ブール方程
式の数学的な不変量であって，この連立ブー
ル方程式を一般化井上アルゴリズムで最短
手順で解く際の難易度を表している．ただ，
多数の樹形図の３つ組データの最少値とし
て定義されているので，実際に計算するのは
困難という弱点がある．そこで，筆者は，分
岐点での変数を，樹形図の３つ組データをで
きるだけ小さくなるように選ぶ戦略（標準戦
略）を考案し，井上不変量をとてもよく近似
する計算可能井上不変量を定義した．計算可
能井上不変量は，実際に計算可能であって，
例えば数独パズルから生じる連立ブール方
程式であれば，数分から数時間程度で計算す
ることができる． 
 
(4) 数独型パズルの井上不変量の計算と難
易度判定．まず，数独型パズルのうち最も簡
単な４独，および対角型５独パズルをとりあ
げた．４独とは 4×4 の升目の各行，各列，
４個の 2×2 ブロックに１から４の数字を重
複しないように埋めるパズルであり，対角型
５独とは，5×5の升目を用いて，ブロックの
条件がない代わりに２つの対角線の条件を
課したパズルである．これら２種類の多くの
パズルの井上不変量を計算した結果，すべて
の例の井上不変量が自明，すなわち(2,1,1)
であったので，４独および対角型５独（ただ
し唯一解をもつもの）の井上不変量はすべて
自明であろう，との予想をたてて研究を進め
た結果，次の定理を得た． 
 
定理 (i) 唯一の解をもつ４独パズルはすべ
て，自明な井上不変量(2,1,1)をもつ． 
(ii) 唯一の解をもつ対角型５独パズルは，
２種類の特殊なパズルを除いて，すべて自明
な井上不変量(2,1,1)をもつ．例外の２種類
のパズルはいずれも井上不変量(4,2,2)をも
つ． 
 
従って，対角型５独の場合は，筆者の予想は
正しくなかったが，自明でない井上不変量を
もつ２種類の特殊なパズルを発見すること
ができた．6×6の升目の各行，各列，２つの
対角線および６個の 2×3 ブロックに，１か
ら６の数字が重複しないように埋めるパズ
ルを対角型６独パズルという．対角型６独パ
ズルの場合は，自明でない井上不変量をもつ
多くのパズルが存在することを確認した．さ
らに井上不変量の最大値については，次の部



分的な結果を得た： 
 
定理 (i) 唯一解をもつ対角型６独の初期
値（ヒント）の最少個数は５である． 
(ii) ５個の初期値をもち唯一解をもつ対角
型６独の計算可能井上不変量の最大値は 
(10,5,4)であり，この計算可能井上不変量を
もつパズルは（数字の入れ替え，回転，折り
返しを除いて）ちょうど２種類ある． 
 
対角型６独では計算機を用いた井上不変量
の分類は大変であり，筆者の研究室の設備で
は上記定理がほぼ限界であることも判明し
た．以上の結果は，発表論文③にまとめた． 
 
(5) 最後に数独（9×9）の場合の井上不変量
の計算について述べる（引用文献[5]）．数独
の場合は，４独や対角型５独のような井上不
変量の分類は困難である．そこで，筆者は，
数独の難易度と井上不変量の関係を調べた．
結果は次の表のようにまとめられる． 

 
パズル 計算可能 II 井上不変量 

Level 1 (2,1,1) (2,1,1) 

Level 2 (2,1,1) (2,1,1) 

Level 3 (2,1,1) (2,1,1) 

Level 4 (2,1,1) (2,1,1) 

Level 5 (2,1,1) (2,1,1) 

Level 6 (2,1,1) (2,1,1) 

Level 7 (2,1,1) (2,1,1) 

Level 8 (2,1,1) (2,1,1) 

Level 9 (4,2,2) (4,2,2) 

Level 10 (4,2,2) (4,2,2) 

Level 11 (4,2,2) (4,2,2) 

Level 12 (6,3,3) (4,2,2) 

Level 13 (4,2,2) (4,2,2) 

Level 14 (4,2,2) (4,2,2) 

Level 15 (8,4,3)  

Level 16 (36,18,7)  

Level ∞ (86,43,12)  

  
表１：数独の難易度と（計算可能）井上不変量の相関 

 

この表で，計算可能 II は計算可能井上不
変量を表す．また，Level 1 から Level 15 の
パズルは標準的な数独パズルの問題集（引用
文献[4]）から易しいもの（Level 1）から難
しいもの（Level 15）を無作為にとった．Level 
16 と Level ∞のパズルは，それぞれ，イン
カーラ博士が作成した有名な「世界で一番難
しい数独パズル」の 2010 年度版および 2012
年度版である．Level 15,16,∞のパズルの井
上不変量は計算できていない． 
この表から，数独パズルの難易度と（計算

可能）井上不変量は強い相関があることがわ
かる．たとえば，計算可能井上不変量が
(2,1,1)の数独を初級，(4,2,2)の数独を中級，

(4,2,2)を超える数独パズルを上級と呼ぶこ
とが可能である． 
筆者達は多くの数独パズルの計算可能井

上不変量を計算したが，Level ∞のパズルの
もつ(86,43,12)が現在のところ数独パズル
の計算可能井上不変量の最大値である． 
これらの実験を行うことにより，井上不変

量が(4,2,2)より大きい数独パズルを作成し
たり見つけることは大変難しいことがわか
ってきた．井上不変量が最大の数独パズルを
真の「世界で一番難しい数独」と呼んでよい
が、そのパズルを作成（または発見）するこ
とは本テーマの最大の課題である．この問題
については今後も井上不変量の数学的研究
を続け，解決を目指したい． 
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