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研究成果の概要（和文）：不定値グラスマン多様体のサイクル空間が非管状のエルミート対称空間である場合に，その
ペンローズ変換を定義し，その像がある微分方程式系の解空間として特徴づけられることを証明した．さらに，ペンロ
ーズ変換の像の特徴づけの応用として，半単純対称対(G,H)=(U(n,n), SO*(2n))に関して G のある特異なユニタリ表現
を H に制限したときの既約分解を決定した．これは，正則離散系列表現を一般の半単純対称対に制限したときの既約
分解を明示的に与える Hua-Kostant-Schmid-Kobayashi の分岐則を，特別な設定の下で，退化したユニタリ表現に拡張
した形となっている．

研究成果の概要（英文）：The irreducible decomposition of scalar holomorphic discrete series 
representations when restricted to semisimple symmetric pairs (G,H) is explicitly known as the 
Kobayashi--Schmid rule. This was proved by Schmid for H compact and by Kobayashi for general H. More 
generally, Kobayashi's multiplicity-free theorem ('97) guarantees that the restriction π|H is 
multiplicity-free whenever (G,H) is a symmetric pair and π is an irreducible unitary highest weight 
module of scalar type. During the period of research, I studied the Penrose transform for indefinite 
Grassmannian manifolds, and as its application, obtained some branching laws of singular highest weight 
modules with respect to the pair (U(n,n), SO*(2n)). This gives an extension of the Kobayashi--Schmid 
formula to certain non-tempered unitary representations which are realized in Dolbeault cohomology groups 
over indefinite Grassmannian manifolds. The resulting branching rule is multiplicity-free and discretely 
decomposable.

研究分野： 非可換調和解析

キーワード： ペンローズ変換　ユニタリ表現　有界対称領域　表現の分岐則　複素多様体　リー群　グラスマン多様
体　積分幾何
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１．研究開始当初の背景 
当該研究代表者が「ペンローズ変換による微
分方程式系の解の構成の研究」を開始した当
時，次のことが知られていた． 
(1) 重力場のない場の方程式(2 階)の大域解

の構成 (Penrose のツイスター理論，
1960 年代; Eastwood, Penrose, Wells 
等による一般化(引用文献①), 1980 年
代) 

(2) Gauss の超幾何関数を多変数に一般化
する試みとして多変数超幾何微分方程式
系(2 × 2 小行列式型) とその解の研究
(Gelfand, Kapranov, Zelevinsky, 青本 
和彦) 

(3) 半単純リー群の離散系列表現をリーマン
対称空間上のベクトル束の大域切断で，
ある 1 階の偏微分方程式系をみたす解
空間として構成する  Schmid, 堀田，
Parthasarathy の理論 (1970 年代 )と 
Wong による一般化(1992) 

上記の(1), (2), (3) はそれぞれ別の分野にお
ける研究であった．一方，当該研究代表者は
2011 年までの一連の研究において，(2) を高
階の k × k 小行列式型の偏微分方程式系
に一般化し，その大域解を (3)の一般化
(Zuckerman-Vogan の導来函手加群を用い
る) を使って積分表示する公式をエルミート
対称空間の双正則変換群である不定値ユニ
タリ群 U(n,n)，および実シンプレクティッ
ク群 Sp(n,R) に対して個別に計算して証明
した．これは(1) で述べた複素 3 次元の場合
の Penrose 変換の理論(U(2,2) の場合) の
高次元への一般化となっている．ただし，(1), 
(2), (3) を明示的に関係づけて証明できてい
たのはサイクル空間が管状領域となってい
る場合のみであった． 
 一方，表現論に関しては次の結果が知られ
ていた．一般に半単純リー群 G に付随するリ
ーマン対称空間Xがエルミート対称空間にな
るとき，G をエルミートリー群という．実シ
ンプレクティック群 Sp(n,R), 不定値ユニタ
リ群 U(p,q) や SO*(2n), SO(n,2) などがそ
の典型例である．X 上の G 同変な正則直線
束の正則な大域切断全体のなす空間への G 
の作用は既約とは限らないが，その部分空間
がヒルベルト空間 V であって，そこに G 
がユニタリ表現として作用するときは，その
ユニタリ表現は常に既約になることが知ら
れている．この V が二乗可積分で正則な切
断からなるヒルベルト空間のとき，πをスカ
ラー型の正則離散系列表現という．正則離散
系列表現は Harish-Chandra によって構成
された．エルミート対称空間の正則ベクトル
束の大域正則切断の空間に実現されるユニ
タリ表現は，正則離散系列表現だけではなく，
Gelfand-Kirillov 次元が正則離散系列表現
よりも真に小さい「特異な」無限次元表現を
含む．どのような直線束に対してユニタリ表
現が大域正則切断の空間に実現されるかと
いう問題は，直線束のパラメータが特異な場

合，非自明である．この問題は「既約なユニ
タリ最高ウェイト表現の分類問題」として代
数的に定式化され Enright-Howe-Wallach  
および Jakobsen によって分類が完成した．
さらに，スカラー型の既約なユニタリ最高ウ
ェイト表現をG の部分群H へ制限したとき
にどのように振る舞うかについて良く知ら
れているのは，Kobayashi-Schmid の公式，
あるいは，Hua-Kostant—Schmid—Kobayashi 
の公式と呼ばれる分岐則である．これは
(G,H)が半単純対称対の場合の，G のスカラ
ー型の正則離散系列表現をHに制限したとき
の既約分解に関する公式である．この分岐則
は H が極大コンパクト群の場合に Hua が
古典型リー群で証明し，Kostant と Schmid 
(引用文献③)が独立に H がコンパクト群の
ときの一般公式を与え，さらに，小林俊行氏
が H が非コンパクト群の場合を含めて完全
に解決した（引用文献②）分岐則である．よ
り一般に，複素多様体における可視的作用の
理論によって，πがスカラー型の既約ユニタ
リ最高ウェイト表現であり，(G,H) が半単純
対称対ならば，πを部分群 H に制限したとき
に無重複になるという定理（Kobayashi’s 
multiplicity-freeness theorem , 1997, 
2007）が知られている．ただし，その明示公
式に関しては，πの Gelfand-Kirillov 次元
が正則離散系列表現よりも小さい特異なユ
ニタリ表現に対しては，制限 π|H の具体的
な既約分解の公式は特別な場合を除いて知
られていなかった．以上が研究開始当初の主
たる背景である． 
 
２．研究の目的 
 本研究は当該研究代表者が以前から継続
して研究してきた「ペンローズ変換を用いた,
半単純リー群の無限次元表現」の結果に立脚
し，不定値グラスマン多様体上に定義される
無限次元表現を積分幾何の立場から明らか
にすることを目指した． 
 
３．研究の方法 
非コンパクトグラスマン多様体に含まれ

る，あるコンパクト複素多様体（サイクル）
の族の全体は有界対称領域の構造をもち，特
に，複素多様体となる．そこで，非コンパク
トなグラスマン多様体上の Dolbeault コホ
モロジーに対して，サイクル上の積分を行う
ことによって, 積分変換の一種であるペン
ローズ変換を定義することができる．その像
は有界対称領域上のある正則直線束の切断
を与える．さらに，双正則変換群の作用に関
して，像の空間は閉じている．一方，ペンロ
ーズ変換の像は Cauchy—Riemann の微分方
程式と同時に，小行列式型の偏微分方程式
（青本—Gelfand の超幾何微分方程式を高階
に一般化した微分方程式系）をみたすことが
証明できる．この偏微分方程式系の構造を調
べ，さらに非コンパクトな部分群に関して，
表現がどのように振る舞うかを解明する．こ



のためにペンローズ変換の像が満たす微分
方程式を部分多様体に制限して得られる誘
導方程式系を考察する． 
 
４．研究成果 
非コンパクトグラスマン多様体に含まれ

る，あるコンパクト複素多様体（サイクル）
の族の全体は再び複素多様体（有界対称領
域）の構造をもつ．そこで，この非コンパク
トな複素多様体上の Dolbeault コホモロジ
ーに対して，サイクル上の積分を行うことに
よって, サイクルのパラメータ空間（以下，
サイクル空間とよぶ）上の関数が得られ，こ
の対応によってペンローズ変換を定義する
ことができる．  
第 4 論文においては，不定値グラスマン

多様体に対するペンローズ変換を考察した．
そのサイクル空間は（管状型とは限らない）
エルミート対称空間となるため，ペンローズ
変換は，不定値グラスマン多様体上の 
Dolbeault コホモロジー群から（管状型とは
限らない）エルミート対称空間上の関数空間
への写像として定義される．本研究では，こ
のペンローズ変換の像がみたす偏微分方程
式系を具体的に書き下し，逆にその大域解が
全てペンローズ変換で得られることを証明
した．この証明は従前 Eastwood, Penrose, 
Wells 等による複素 3 次元の場合のペンロ
ーズ変換の結果を全く別の手法で高次元に
拡張したものである．その手法は，ある可解
リー群の概均質ベクトル空間の b-函数を用
いて，高階の微分方程式系の生成元の動径成
分を取り出すというアイディアに基づくも
ので，当該研究代表者が以前の研究において，
管状領域という仮定の下で個別には成功し
ていたが，非管状領域に対しては成功してい
なかったものである．表現論的な観点からは，
この不定値グラスマン多様体の双正則変換
群は，Dolbeault コホモロジーに既約な無限
次元表現として作用する．この表現は 
Gelfand-Kirillov 次元が正則離散系列表現
よりも小さい特異な無限次元表現であり，
Cartan 対合で安定な複素放物型部分代数か
らコホモロジー的に誘導して得られる
Zuckerman—Vogan の導来函手加群 Aq(λ)を
稠密な(g,K)加群として含む．  
さらにペンローズ変換の表現論的な解釈

を用いて，上記の結果を分岐則の問題に応用
した．すなわち，正則離散系列表現に対して
知られている Hua – Kostant – Schmid – 
Kobayashi の公式を正則離散系列ではない
特異なユニタリ表現に拡張することを目指
し，それを極めて限定された場合であるが，
具体例で実行した．すなわち、不定値グラス
マン多様体 X 上の双正則変換群 G に同変な
正則直線束を考える．このとき，群 G はこ
の正則直線束に係数をもつコホモロジーの
空間に既約（無限次元）表現として作用する．
G の極大コンパクト部分群を X に作用させ，
その原点における軌道は（低い次元の）グラ

スマン多様体となる．これを G の元で左移動
して得られる各々のコンパクト複素多様体
をサイクルとみなし，コホモロジーの各元を
サイクル上で積分することによって，コホモ
ロジーからサイクル空間上の関数へのG同変
な変換（Penrose 変換の高次元化）が定義さ
れる．このとき，（高次元）Penrose 変換は
単 射 で あ る こ と ， お よ び ， そ の 像 が 
Cauchy-Riemann の方程式，および，行列式
型の連立偏微分方程式系をみたすことが分
かる．特に，この表現は最高ウェイト表現と
なり，さらに，G がユニタリに作用するよう
なヒルベルト空間を稠密に含むことも証明
される．このユニタリ表現(π, V)を G の部
分群Hに制限したときの分岐則を求めるため
に，部分群 Hが定める複素部分多様体と上記
で得られた Penrose 変換の像の特徴付けを
活用した．すなわち，微分方程式系の大域解
を，部分群 H が作用する複素部分多様体に
制限したとき，解がどのような境界値のデー
タによって定まるか，また，境界値データと
なり得る関数はどのような微分方程式をみ
たすかを決定すればよい．このためには二つ
の群 G と L の 2つのペンローズ変換を比較
するというアイディアを用いた．ここで，L 
は H と非コンパクト部分を相補うような部
分群であり，G の  2 つの  involutive 
automorphism を用いて一般的に定義される．
このアイディアに基づいて，G の無限次元表
現πを H に制限したときの既約分解を与え
る分岐則の公式を証明した．この分岐則は無
重複表現であるが，その無重複性に関しては
複素多様体の可視的作用の一般理論から導
かれる小林氏の定理「スカラー型の最高ウェ
イト表現を半単純対称対に制限すると無重
複である」の特殊な場合と解釈することがで
きる．本研究はペンローズ変換の手法を新た
に取り込んで，その抽象的な無重複性定理を
明示して分岐則を決定したという意味を持
つ．第 2 論文および第 3 論文においては，
不定値グラスマン多様体上の Dobeault コ
ホモロジー群に定義される無限次元表現の
分岐則を具体的に求めた．これは代数的には
Zuckerman-Vogan の導来函手加群として構
成される(g,K) 加群を稠密な空間として含
む既約ユニタリ表現のある系列を半単純対
称対 (G,H)=(U(n,n), SO*(2n)) に制限した
ときの，H 加群としての既約分解である．得
られた分岐則は離散的であり，しかも同じ既
約表現は二度は現れない（無重複表現）分解
になっている． 
2012 年にボストンで行われたアメリカ数

学会分科会における Helgason 教授の 85 
歳記念研究集会で，積分幾何学の表現論にお
ける 1つの応用と，そこから生じる微分方程
式系に焦点を当てて招待講演を行った．ここ
での講演の内容に基づき，査読付きの論文と
して第1論文をアメリカ数学会から出版した．
さらに，約 4 年に一度の頻度で開催される
アジア数学会議において，2013 年に招待講



演を行い，第 1 論文と第 4 論文の内容を中
心に，当該研究代表者の最新の成果の発表を
行った． 
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