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研究成果の概要（和文）：　四元数構造を保つ接続の取り方によらない不変量を，接続を分解することで求め，部分多
様体の幾何学量と関連付けた．特に，これらの量とチャーン類等の位相的な量との関係を得た．応用として，低次元の
場合に，ツイスター正則な曲面の法束のオイラー数に関するT. Friedrichによる不等式を改良することができた．また
，四元数ケーラー多様体内のツイスターリフトが調和切断となる部分多様体の研究にも取り組んだ．曲面の場合には、
ツイスター正則な曲面のツイスターリフトが調和切断になるなどの結果を得た．これは、Leschkeらによって得られて
いる事実の一般化ともとれる．

研究成果の概要（英文）：　We find some invariants which are independent of the choice of connections 
preserving the quaternion structure. We study the relations among those invariants and extrinsic 
quantities for submanifolds, in particular, topological ones. As an application, an inequality for the 
Euler number of the normal bundle of a twistor holomorphic surface, which is given by T. Friedrich, can 
be improved. We also study submanifolds in quaternion Kaehler manifolds whose twistor lifts are harmonic 
sections. As a special case, we see that the twistor lift of a twistor holomorphic surface in a 
quaternion Kaehler manifold is a harmonic section. It is a generalization of a Leschke's result.

研究分野：微分幾何学
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１． 研究開始当初の背景 
 
近年，研究代表者の長谷川は，ツイスター
リフトが調和切断となる曲面を研究してい
た．ここで，一般に調和切断 (harmonic 
section)とは, コンパクトなリーマン多様体
上の標準計量の与えられたリーマンベクト
ル束の切断で長さが１であるものの空間に
エネルギー汎関数を制限し，その制限された
汎関数の停留点を与える切断を指す．このよ
うな曲面は，研究代表者によって初めて研究
された対象と思われるが，近年，F. Burstall
らによって可積分系の観点からも研究され
ている． 
一方，4 次元球面の曲面の共形幾何を研究
するために， 四元数正則曲面理論とよばれ
る理論が，U. Pinkallらによって，定式化さ
れた．現在，理論の創設者の他，研究分担者
の守屋によって活発に研究されている． 
また，四元数射影空間内の(実)半分次元の
ケーラー部分多様体の研究は，上記の四元数
正則曲面理論の高次元化とみることができ
る．これらは四元数複素微分幾何学ともいう
べき範疇で扱われる対象となっており，この
ような部分多様体は，連携研究者の塚田や
D. Alekseevsky，S. Marchiafavaらによって
研究されている． 
 以上の理論は，互いに関係があるにもかか
わらず，これまであまり密接に関連付けられ
てこなかったが，豊富な内容を持つこれらの
理論を融合させることは重要と思われる． 
 
 
２．研究の目的 

 
これまで研究代表者らが行ってきた研究
分野である曲面のツイスターリフトの研究
と四元数正則曲面理論を融合させ，さらにこ
れを高次元化し，四元数ケーラー多様体内の
複素部分多様体をツイスター空間およびこ
の空間へのツイスターリフトを用いて研究
することである．この高次元化は単なる低次
元の場合の類似ではなく，複素幾何学と四元
数微分幾何学が相互作用する四元数複素微
分幾何学とよばれる興味深い研究領域をな
している．本研究課題では，いくつかの具体
的な問題の解決を通じて，四元数複素微分幾
何学の深化・発展を目的とした． 
 
 
３．研究の方法 
 
向き付けられた4次元リーマン多様体内の
向き付けられた曲面に対して，ツイスターリ
フトとよばれる外空間のツイスター空間へ
の写像が定義できる．また，四元数正則幾何
においては，四元数の代数構造に付随して，
曲面の左法ベクトル場とよばれるものが定
義でき，これにより曲面を調べることができ

る．なお，左法ベクトル場は，ツイスターリ
フトと同一視できる．つまり，四元数の代数
構造を一般化することにより，この理論の一
部はツイスターリフトの研究に含まれる．そ
こで，まずはこの二つの関係をより深く解析
することで，本研究課題の基礎とした． 
また，4 次元リーマン多様体内の向き付け
られた曲面のツイスターリフトは，四元数ケ
ーラー多様体内の概複素構造をもつ部分多
様体の場合に自然に拡張できる．曲面のツイ
スターリフトについては特に，ツイスターリ
フトが水平写像となる超極小曲面(Bryant, 
Calabi 等)や，より一般のツイスター正則な
曲面(Friedrich)とよばれるものが，多く研
究されているが，これらの概念も同様に拡張
される．その上で，低次元の場合の，これま
での研究結果や四元数正則幾何における手
法等も参考に研究を進めた． 
 
 
４．研究成果 
  
まず，ツイスターリフトを四元数正則幾何
の観点から精査し，ツイスターリフトが調和
切断となる曲面の特徴付け等を得た．例えば， 
ツイスターリフトが調和切断であること，平
均曲率ベクトル場が正則切断であること，左
法ベクトル場が調和写像であることが，それ
ぞれ互いに同値であることが分かった．これ
により，ツイスターリフトが調和切断となる
曲面（やより一般に部分多様体）の研究には，
複素幾何や調和写像の理論が援用できる． 
 次に，複素ベクトル束において，一般に複
素構造を平行にするとは限らない接続を考
え，この接続を４つの成分に分解し，その各
成分が接続の変形でどのように変化をする
かを調べた．特に，四元数構造を保つ接続に
関して不変となる量を求め，その不変量をチ
ャーン類等を用いて表した．４次元の場合，
共形変換は四元数構造を保つので，この場合
は共形不変量とチャーン類等の位相不変量
との関係が得られることになるが，実際に，
ツイスター正則な曲面の共形面積と法束の
第一チャーン類との間に成り立つ不等式を
得た．これによって，Friedrich の結果を改
良できた．高次元の場合には，共形変換は四
元数構造を保つとは限らないので，ここでの
議論は使えないが，共形面積に類する幾何学
量を構成し研究を今後も進めたいと考えて
いる． 
 また，四元数射影空間内の超極小部分多様
体の構成に関する研究を行った．これに関し
ては，D. Alekseevsky らにより，局所的な表
示が得られている．研究代表者の長谷川と分
担者の守屋で議論を重ね，多重超共形写像と
いう写像の概念を導入することで，超極小よ
り広いクラスのツイスター正則な部分多様
体を記述することが可能であることが分か
った．この多重超共形写像がいかなる性質を
もつときに，超極小となるかを考えることで



その構成が可能であると考えているが，まだ
実現に至っていないので今後の課題とした
い． 
四元数ケーラー多様体内のツイスターリ
フトが調和切断となる部分多様体の研究に
も取り組んだ．これは，研究代表者が過去に
4 次元多様体内の曲面の場合に研究を行って
きたものの一般化にあたる．部分多様体の次
元が 2，すなわち曲面の場合には、ツイスタ
ー正則な曲面のツイスターリフトが調和切
断になるなどの結果を得た．これは、Leschke
らによって得られている事実の一般化とも
とれる．同時に，ここでの手法を参考に、ツ
イスターリフトが正則となるアファインは
め込みに関していくつかの結果を得た． 
 研究分担者及び連携研究者は，上記の研究
成果に関するものの他に，K. Leschke ととも
に，極小曲面のドレッシングに関して研究を
行い，そのなかでシンプルファクタードレッ
シングに関して研究を進め，いくつかの結果
を得たり(守屋)，複素グラスマン多様体内の
全実部分多様体の研究を行って，複素グラス
マン多様体のツイスター空間を具体的に表
示することによって複素射影空間内の複素
部分多様体から全実部分多様体が構成でき
ることなどを示した（塚田）． 
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