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研究成果の概要（和文）：研究の目的は結び目・絡み目の幾何学的構造と多項式不変量との関係を調査することである
。この研究では，特に，結び目・絡み目のHOMFLY多項式と呼ばれる多項式不変量に注目し，多項式不変量の特徴付けと
実現問題を考察した。多項式不変量とは，結び目・絡み目を区別するために利用される非常に役に立つ道具である。結
果の一つとして，ある条件を満たす結び目・絡み目に対し，そのHOMFLY多項式が別の多項式不変量であるJones多項式
の情報だけで決定されることを見出した。

研究成果の概要（英文）：Some relationships between the geometric structure and polynomial invariants of 
knots and links are studied. The characterization and the realization problems for the invariant for 
knots and links named the HOMFLY polynomial are mainly considered. Here, polynomial invariants for knots 
and links are tools which are very useful for detecting differences between knots or links.
As a result, it is revealed that the HOMFLY polynomials for links with some conditions are determined 
only by the Jones polynomial which has different topology from the HOMFLY polynomial.

研究分野：結び目理論

キーワード： 多項式不変量
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１．研究開始当初の背景 
結び目理論の主要研究目標は結び目の分類
である。結び目の分類問題を考える場合，有
用かつ重要なものとして不変量があげられ
る。単刀直入に言えば，不変量は研究のため
の単なる道具にすぎない。しかしながら，
Alexander 多項式や Jones 多項式を考えて
みれば分かることであるが，それらが結び目
理論の発展に寄与した功績は計り知れない
ものがある。 
結び目を拡張した概念に空間グラフがあ
る。研究対象が結び目であっても，空間グラ
フに考察の対象を広げることで，結び目だけ
に制限していたときには不明であった結び
目の特徴や性質等に言及できることが多々
ある。 
このような背景のもと，申請者はこの数
年間，より大局的な見地から問題を考察する
という指針に従って，結び目理論の研究を行
ってきた。その一つが，マグネティックグラ
フと呼ばれる空間グラフを経由する結び目
の多項式不変量を用いた結び目の分類問題
へのアプローチである。この方法により，こ
れまでにいくつかの成果をあげることが出
来たが，さらに推し進めることで，より発展
的な結果が得られることが期待できる。 
２．研究の目的 
本研究の目的は，結び目を拡張した概念であ
るマグネティックグラフを経由して定義さ
れる結び目の多項式不変量(マグネティック
グラフ多項式)を通して，結び目理論の主要研
究目標である結び目の同値判定・分類問題を 
調査・探求することである。 
特に，その多項式が有する代数的性質・特
徴と結び目の幾何構造との関係解明に焦点
を当て，結び目の同値性判定に対しその不変
量を用いることの有用性と判定に際しての
障害について理論的な説明，あるいは解釈を
与えることを目指す。 
３．研究の方法 
研究目的を達成するため，論理的（数学的）
側面からのアプローチを軸とし，計算機的
（実験的）側面からのアプローチを補助的に， 
それぞれの手法を独立して実施するととも
に，研究の進行状況に応じて適宜うまく組み
合わせながら研究課題の解決を図る。 
論理的（数学的）側面からの計画を実施す
るための具体的な方法は次のようなもので
ある。まず，既存の多項式不変量について知
られている事実を文献などをもとに，探索・
収集する。次にそれら収集した情報をもとに，
調査対象の多項式に類似性を見出せるかの
分析を行う。分析の結果，類似性の存在が予
想される場合には，いくつか具体例を計算し，
その結果を基に仮説を立てる。立てた仮説が
正しいかどうか証明のためのアイデアを立
案し，論証する。その後，立証された事象の
特徴を調べ，具体的にどの程度有用であるか
確認する。得られた研究成果を国内外の研究
集会・セミナー等で報告するとともに，論文

を作成して専門雑誌に投稿・発表する。以上
を基本サイクルとして研究を進める。 
上記計画を行うにしても，実際に多項式を
計算する必要がある。しかしながら，数多く
の多項式を人力で計算をするには限界があ
る。そこで，計算プログラムの開発を行い，
研究の飛躍的進展を後押しすることを目指
す。コンピュータでの計算が可能になれば，
予想立証のための実験が行えたり，逆に数多
くの計算結果を観察することで仮説を立て
ることが容易になるという利点がある。開発
したプログラムを公開すれば，他の結び目理
論の研究者にとっても有用であり，それぞれ
の研究の活性化，ひいては結び目理論の発展
に繋がるものと推察される。 
また，研究環境を整備し研究に支障が出な
いよう配慮するとともに，各種学術会議，研
究集会への参加やセミナーの主催，あるいは
研究打合わせを積極的に行い，他研究者との
交流，意見交換を通して研究に有益な情報等
を可能な限り入手し，研究の進展に役立てる。
研究結果・成果は学術会議等で発表を行うと
ともに，論文を作成，webなどを通じて広く
公表し，社会への還元を行う。 
４．研究成果 
（１）論文「Gordian distance and polynomial 
invariants」では，公差交換という結び目の
正則表示に対する局所的な変形を用いて，結
び目同士の間に導入された距離に関し，
HOMFLY 多項式，Jones 多項式，Q 多項式とい
う良く知られた3つの結び目の多項式不変量
を利用した評価式を与えた。さらに，その評
価式に基づいて数多くの結び目の組の間の
距離を具体的に決定した。この結果は，距離
が導入された結び目集合の作る空間の幾何
構造の解明につながる重要な役割を果たす
ものであり，それゆえ大いに意義のあるもの
である。 
（２）論文「A distance for diagram of a 
knot」では，任意の結び目の正則表示の集合
に対し，Reidemeister move と呼ばれる結び
目の型を変えない局所変形を用いて，正則表
示の間に距離を導入，その性質を調べること
によって，正則表示が形成する空間の構造に
言及した。さらに，その構造を利用して結び
目の新しい不変量（ホモロジー群）を定義，
それを考察することで不変量についていく
つかの特徴を見出した。 
（３）発表「The structure of the HOMFLY 
polynomial of a knot」と発表「The HOMFLY 
polynomial and admissible values」は，い
ずれも結び目の HOMFLY 多項式の実現問題に
関するもので，HOMFLY 多項式の構造を精査し，
変数の次数に着目することで，実現問題につ
いていくつかの事実を突き止めるとともに，
実際に具体的に許容される多項式の値を少
なからず決定した。上記発表のうち発表「The 
HOMFLY polynomial and admissible values」
は国際会議における招待講演である。 
（４）論文「A fake HOMFLY polynomial of a 



knot」では，結び目の HOMFLY 多項式に対し，
類似の概念を導入，定式化し，その類似性に
ついて与えられた結び目の HOMFLY 多項式と
類似した多項式を HOMFLY 多項式として持つ
結び目の実現問題を考察し，具体的に条件を
満たす結び目を構成することで問題の解決
を果たした。 
（５）発表「Knots with v-span 4 and their 
HOMFLY polynomials」，発表「On admissible 
HOMFLY polynomials for knots」，発表「HOMFLY 
polynomials for 3-component links with 
braid index 3」はいずれも国内で開催され
た会議における講演であり，うち最後の発表
は招待講演である。発表内容はいずれも絡み
目の HOMFLY 多項式の構造に関するものであ
る。絡み目の HOMFLY 多項式がその絡み目の
Jones 多項式によってどの程度制限を受ける，
あるいは決定されるかという問題に対し，
HOMFLY 多項式の変数の次数に条件を加えた
場合について考察し，得られた結果について
報告を行ったものである。 
具体的には，発表「Knots with v-span 4 and 
their HOMFLY polynomials」では，成分数が
1，即ち，結び目の HOMFLY 多項式を研究対象
とし，ある 1つの場合を除いては Jones 多項
式がHOMFLY多項式を決定することを示した。
除外したケースの可否については未だ結論
を得るまでには至っていない。 
ま た ， 発 表 「 On admissible HOMFLY 
polynomials for knots」はこの研究に関連
する話題について言及したものである。 
さらに，発表「HOMFLY polynomials for 
3-component links with braid index 3」で
は，3 成分の絡み目について上記最初の発表
と同様の研究を行い，すべての対象となる絡
み目について HOMFLY 多項式が Jones 多項式
によって完全に決定されることを突き止め
た。 
（ ６ ） 論 文 「 HOMFLY polynomials for 
3-component links with v-span 4」では，
発表「HOMFLY polynomials for 3-component 
links with braid index 3」の研究を進展さ
せ，3成分の絡み目について，HOMFLY 多項式
のある変数の次数の差が４の場合，HOMFLY 多
項式がJones多項式によって完全に決定され
ることを示した。 
（７）発表「Two component links with v-span 
4 and their HOMFLY polynomials」は，2 成
分の絡み目に対し，論文「HOMFLY polynomials 
for 3-component links with v-span 4」と
同様の研究を行って得られた結果を発表し
たものである。この場合には，HOMFLY 多項式
はJones多項式だけでは決定できない例が示
され，もう一つ不変量が必要になることが述
べられた。 
（８）発表「結び目の Jones 多項式の因数に
ついて」は，題目通り結び目の Jones 多項式
の因数について考察した結果を報告したも
ので，「素」と呼ばれる結び目の特徴を有し
ているにも関わらず，その Jones 多項式が合

成結び目の多項式，即ち，別の 2つの結び目
のJones多項式の積として表されるという性
質を持つ結び目が無数に存在することが，具
体的に結び目を構成することで示された。 
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