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研究成果の概要（和文）：次元が奇数2n+1である球面のホモトピー群のp成分は2n+2i(p-1)-1次元(n<i<p)が非自明にな
ることが知られている．これらの生成元はn=1，すなわち3次元球面に対しては，戸田のアルファ元の合成で得られるこ
とが戸田により示されているが，球面の次元が高くなると，Toda積，あるいは高位のToda積により与えられることは，
我々の研究で分かっている．そこで我々は，これらの生成元を値に持つする高位コホモロジー作用素を調べた．3次元
球面に対しては，これまでホップ空間の高位ホモトピー結合性を調べる際に重要であった２位作用素になることが分か
った．

研究成果の概要（英文）：It is known that the non trivial p-component of the homotopy group of 2n+1 dimensi
onal sphere occurs in dimension 2n+2i(p-1)-1 for n<i<p. The generators for the case of n=1 is given by the
 composition of the Toda's alpha elements, but for n>1 we showed that they are given by the Toda bracket o
r higher Toda brackets. We studied higher cohomology operatons detecting these generators. For 3-sphere we
 showed that it is the secoandary operation which has been useful in studying higher homotopy associativit
y of Hopf spaces
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１．研究開始当初の背景 
研究代表者が研究開始前年まで受けてい

た科学研究費補助金基盤研究(C)による研究
課題「ホップ空間と p コンパクト群の研究」
における成果と密接に関連している．この研
究課題では，コンパクト Lie 群やそれを一般
化したpコンパクト群のmod p分解に関する
三村，西田，戸田および Davis の結果をどこ
まで一般のホップ空間に拡張できるかとい
うことが主のテーマであった．そこにおいて，
我々は階数が小さい場合に限定し研究を続
けてきたが，p 正則性に関する Kumpel の定
理や準 p正則性に関する研究代表者の定理を
さらに拡張した結果を得ることができた．得
られた結果として興味深かったのは，ある条
件を満たすホップ空間の分解において，その
要素として現れる階数が小さいホップ空間
の中に，コンパクト Lie 群や p コンパクト群
の分解の要素としては現れないタイプのも
のがあったことである．そのため，これらの
空間を詳しく調べることはホップ空間の研
究にとって重要であると考えるに至った． 
一方，最近になり階数が小さいホップ空間

に関し２つの興味深い情報を得た．その一つ
は Harper により発表された論文である．そ
れは，研究代表者が以前に行った予想への肯
定的な解決である．研究代表者は 2002 年に，
ある条件を持つホップ空間は存在しないと
いう事実を示した．この結果は，Zabrodsky
による p=3 の場合の拡張になっており，その
証明のために新たな非安定 p位作用素を構成
している．その論文の中で研究代表者は，そ
のようなホップ空間が存在するためには，そ
こで仮定した条件が必要十分になるのでは
ないかという予想をたてたが，Harper の結
果はその予想が正しいことを示すものであ
った． 
他の一つは， Gray からの e-mail で知ら

されたものである．これは 5 以上の素数に対
し，階数が小さなホモトピー結合的ホップ空
間を構成する手段が得られたというもので，
詳細は分からないが大変興味をそそられる
ものであった． 
このように，研究代表者のこれまでの研究

に合わせ上記のような Harper や Gray の研
究が知らせれることとなり，現段階で階数が
小さなホップ空間の研究を行うことが重要
であると考え，今回の課題による申請を行う
ことにした．  
 
２．研究の目的 
(1) mod p 有限ホップ空間の非安定高位作

用素を用いた研究．特に，階数が小さい mod 
p 有限ホップ空間で，ホモトピー結合性ある
いは高位ホモトピー結合性を有するものに
ついて調べることが主なる目的である． 
(2) さらに，Kumpel による p正則性や研究

代表者による準p正則性に関する定理の一般
化を進める． 
(3) さまざまな非安定高位作用素を，ホッ

プ空間の研究の手段という観点から整理す
るとともに，可能な限り理論的に体系化する
ことも考える．安定１位コホモロジー作用素
全体は Steenrod 代数とよばれ，p=2 では
squaring 作用素で生成され，奇素数に対して
はBockstein作用素と被約冪作用素で生成さ
れることが知られている．さらに，非安定１
位作用素は Eilenberg-Mac Lane 空間のコホ
モロジー環により与えられるので安定作用
素から自然に得られる．すなわち１位作用素
は体系的に整理されていることになる．一方，
高位作用素は安定作用素でさえ体系的な取
り扱いは難しく，非安定となるとさらにそれ
は困難になる．そこで，非安定高位作用素そ
のものを整理する． 
 
３．研究の方法 
(1) 今回の研究課題であるホモトピー結

合性や高位ホモトピー結合性を有する階数
が小さいアトミックなホップ空間に関する
研究にも有効であると考えた．具体的に用い
る作用素は，研究代表者がホップ空間の研究
手段として構成した非安定p位作用素である．
この作用素は通常のホップ空間の研究に効
果的であったが，これを p位より低い位数で
用いることにより，ホモトピー結合性や高位
ホモトピー結合性の研究に用いることがで
きると予想する．たとえば，p-1 位で用いる
ことによりホモトピー結合的ホップ空間に
関して適応できることになる． 
(2) Kumpel による p正則性や研究代表者に

よる準p正則性に関する定理の一般化につい
ては 2 位のホモトピー作用素である Toda 
bracket を高位に，しかも非安定の形で拡張
しLong Toda bracketを構成する必要がある．
Long Toda bracket はすでに何人かの研究者
により構成が与えられているが，それらは，
例えば三角圏の上で定義されているなど，安
定作用素として与えられている．そのため，
われわれの目的に必要な非安定のものの構
成とそれを用いた研究を行う必要がある． 
(3) 非安定高位作用素そのものを整理し

使いやすいものにする研究では，さまざまな
非安定高位作用素をホップ空間の研究とい
う観点から整理することになる．特に，これ
まで効果的に用いられた非安定高位作用素
を中心に，より体系的に扱う方法を模索し，
今後のホップ空間の研究に役立たせること
を考える． 
 
４．研究成果 
(1) 次元が奇数 2n+1 である球面のホモト

ピー群の p成分は 2n+2i(p-1)-1 次元(n<i<p)
が非自明になることが知られている．これら
の生成元は n=1，すなわち 3 次元球面に対し
ては，戸田のアルファ元の合成で得られるこ
とが戸田により示されているが，球面の次元
が高くなると，Toda 積，あるいは高位の Toda
積により与えられることは，我々の研究で分
かっている．そこで我々は，これらの生成元



を値に持つする高位コホモロジー作用素を
調べた．3 次元球面に対しては，これまでホ
ップ空間の高位ホモトピー結合性を調べる
際に重要であった２位作用素になることが
分かった． 
(2) 有限位相空間の代数的位相幾何学的

研究は，有限単体的複体のそれと同値である
ことが知られている．しかしながら，有限位
相空間と連続写像の圏から有限単体複体と
単体写像の圏への関手 Kは，忠実であるが充
満でないことが知られている．そこで，有限
位相空間の間の写像の連続性の概念を弱め，
関手Kを有限位相空間の圏を拡張した圏から
の関手として定義し直し，それにより忠実か
つ充満な関手を得ることに成功した．さらに
拡張された連続写像に対してもホモトピー
の概念を導入することに成功し，それにより
関手Kがホモトピー圏における忠実かつ充満
な関手を誘導することを示した． 
(3) 河本は，Bott-Taubes により構成され

た cyclohedron を用いて B 無限-構造と呼ば
れる A 無限-空間の新しい高位ホモトピー可
換性の構造を導入した．また，B無限-構造と
以前permuto-associahedronにより定義した
AC 無限-構造との関係を調べるため，
permuto-associahedron の cyclohedron によ
る組合せ論的な分割を与えた．さらに，power
写像を有する高位 homotopy 結合的 Hopf 空間
の cohomology 環における Steenrod 作用素の
研究を行い，有限性を持つ空間の場合は，
power 写像が高位 homotopy 結合性を保てば
Steeenrod 作用素の作用がある種の強い性質
を持つことを示した．特に，power 写像が保
つ homotopy 結合性が高ければ，Steeenrod 作
用素は自明に作用し，それから空間が pコン
パクトトーラスのホモトピー型を持つこと
を示した． 
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