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研究成果の概要（和文）：　集合Aの上で定義される多変数関数の集合で，関数の合成に関して閉じていて，射影関数
をすべて含むものをA上のクローンという。A上のクローンの全体は束の構造をもつが，Aの要素数が2の場合を除き，ク
ローン束の構造は極めて複雑で，まだほとんど解明されていない。
　関数の可換性に基づいて中心可能クローンという概念が定義され，さらに，そのうちの1変数関数のみを取りだすこ
とで中心可能モノイドが定義される。本研究では，3値の場合について，中心可能モノイドをすべて決定し，それらの
間の包含関係を決定した。また，極大中心可能モノイドと極小クローンを生成する多数決関数との関係についても研究
を進めた。

研究成果の概要（英文）： A set of multi-variable functions defined on a given set A is a clone on A if it 
is closed under functional composition and contains all projections on A. The set of clones on A forms a l
attice. Except the case for |A|=2, the structure of the clone lattice on A is extremely complex and, until
 now, mostly unknown. 
 Based on the commutativity of functions the notion of a centralizer (centralizing clone) is defined and, 
furthermore, a centralizing monoid is defined as the set of unary functions of a centralizer. In this proj
ect, for the case of |A|=3, we determined all centralizing monoids on A as well as the inclusion relations
 among them. We also investigated the relation between maximal centralizing monoids and majority functions
 which generate minimal clones. 
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１．研究開始当初の背景 
集合 A の上で定義される多変数関数の集

合で，（関数の）合成に関して閉じていて，
さらに射影関数をすべて含むものを A 上の
クローン (clone) という。A 上のクローンの
全体は，包含関係に関して，束の構造をもつ。
|A| = 2 のとき，A 上のクローン束の濃度は
可算濃度であり，束の構造もすべて分かって
いる (E. Post, 1941)。しかし，|A| > 2 の場
合にはクローン束の濃度は連続濃度であり，
束の構造は，|A|=3 の場合でさえ，まだほ
とんど解明されていない。 
本研究は，普遍代数や多値論理の分野で重

要な位置を占めるクローン理論に属す研究
である。 
クローン束の atom を極小クローンとい

い，coatom を極大クローンという。任意の
有限集合 A (|A|>1) に対する極大クローン
の分類は，I. G. Rosenberg (1971) の 90 ペー
ジに及ぶ論文により完成しているが，一方，
極小クローンについては，わずかに |A|= 2, 
3 の場合に対して，すべての極小クローンが
決定されているに過ぎない。（ただし，|A|=4 
の場合の極小クローンの決定がすべて完成
したという  K. Schoelzel の報告がある
（2013, 論文未発表）。）極大クローンと極小
クローンの中間に位置する部分については，
|A|=3 の場合でも，まだほとんど何も分か
っていないというのが，クローン理論研究の
現状である。 
本研究では，関数の交換可能性に基づいて

定義される中心可能クローンや中心可能モ
ノイドを対象とする研究を行った。われわれ
の研究開始の時点では，主に中欧や東欧の一
部の研究者による研究を除いて，|A|=3 の
場合でも，中心可能クローンや中心可能モノ
イドの統一的な研究はほとんど行われてい
ないという状況であった。 
 
２．研究の目的 
 1 変数関数に対する可換性の概念を自然に
拡張して，一般に，m 変数関数 f と n 変数
関数 g (m,n>0) に対して，f と g の可換性を
定義することができる。この可換性の定義に
基づき，中心可能クローンの概念を定義する。
すなわち，A 上の（多変数）関数の集合 F に
対し，F に属すすべての関数と可換な（多変
数）関数全体からなる集合を F* と記す。F*
は常にクローンになる。F* を F の中心可能
クローン (centralizer) という。さらに，中
心可能クローンの 1変数関数のみからなる部
分集合を考えると、これは明らかにモノイド
の構造をもつ。これを中心可能モノイド 
(centralizing monoid) とよぶ。 
事前の研究により，とくに|A|=3 の場合に， 

中心可能モノイドと極小クローンの間に密
接な関係が存在しそうなことが推測されて
いた。 
本研究の研究目的は，(i) 極大中心可能モ

ノイドと極小クローンの関係の解明，(ii) 極

大中心可能モノイドの分類，(iii) 中心可能モ
ノイドの分類，および，(iv) 中心可能クロー
ンの分類である。 
 
３．研究の方法 
集合 A 上の関数の集合 S に対し，S のすべ

ての要素と交換可能な 1 変数関数の全体を 
M とすると，M は中心可能モノイドである。 
S を M の証人集合 (witness) とよぶ。一般
に，「極大な」中心可能モノイドはある極小
クローンの生成元のみからなる証人集合を
もつという性質を証明することができる。 
 われわれの研究の方法は，証人集合を媒介
として極大中心可能モノイドの決定，分類を
行うというものであった。|A|=3 の場合の
研究では，B. Csakany による 3 値の極小ク
ローンの分類結果 (1983) が有効に利用され，
この分類を利用して 3値の場合の極大中心可
能モノイドの分類を完成させることができ
た。 
一方，極大中心可能モノイドと極小クロー

ンの関係の解明という大変魅力的な研究課
題については，|A|=3 の場合の両者の関連
について，その関連の見通しのよい解明を求
めることから研究に着手するという方法を
とった。 
 
４．研究成果 
極大中心可能モノイドの分類という課題

を研究テーマの一つとして掲げたが，3 値 
(|A|=3) の場合について，極大中心可能モ
ノイドのみならず，すべての中心可能モノイ
ドを決定するという成果をあげることがで
きた。3 値の中心可能モノイドの総数は 192
個（共役を除いた中心可能モノイドの個数は
48 個）であり，そのうち，極大中心可能モノ
イドの個数は 10 個である。また，極大中心
可能モノイドの要素数の最大値は17である。
3 値の中心可能モノイド全体について，それ
らの間の包含関係もすべて決定した。 
また，もう一つの重要な研究テーマである

極大中心可能モノイドと極小クローンの関
係の解明についても研究を進めた。3 値 
(|A|=3) の場合，1変数関数からなるモノイ
ドが極大中心可能モノイドであるための必
要十分条件として，そのモノイドが定数関数
または極小クローンを生成する majority 関
数を証人集合としてもつことである，という
性質を示すことができた。とりわけ，極大中
心可能モノイドと majority 関数の関係は極
めて興味深いものである。この結果の一般化
（|A|>3 の場合への拡張）の可否について
検討を進めた。このテーマについては，極小
クローンに造詣の深い T. Waldhauser 博士
の助力も得て検討を行ったが，5 値以上では
極小クローンを生成する majority 関数の決
定自体が未完成ということもあり，研究はま
だ明確な結果を得るには至らず，現在進行中
の段階である。 
なお，当初の研究目的の一つであった中心



可能クローンの分類については，3 値に限定
した場合でも，対象が広範であり過ぎること
もあって，遺憾ながら，まだほとんど研究が
進んでいない。 
3 値の極大中心可能モノイドの分類の研究

では，3 値の極小クローンの分類の知識が有
効に用いられた。これに触発されて，本質的
極小クローンの研究も行った。本質的極小ク
ローンとは，クローン束のうち本質的 1変数
関数のみからなるクローンをすべて除いて
得られる半順序集合において極小元となる
クローンのことである。3 値の場合，ランク
が 2と 3の本質的極小クローンが存在するが，
本研究では，それらの本質的極小クローンを
すべて決定した。 
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