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研究成果の概要（和文）：本研究では，量子系のエントロピー理論と量子チャネル理論の研究を基に，量子チャネル符
号化の定理の証明に必要となる数理的基礎の構築を目的に，以下のような課題研究を実施した。
量子テレポーテーションなどの量子エンタングルメントを含む量子チャネルの特徴付けを行い，(1)量子干渉チャネル
に対する量子相互エントロピーの性質を調べた。(2)量子平均相互エントロピーの定式化を基に，種々の量子符号状態
の量子平均相互エントロピーを計算した。さらに，Ohya-塚田-Umegakiの定理を遷移期待値や条件付き期待値を用いて
，より一般的な量子系に拡張し，量子チャネル符号化の定理の証明に必要な基礎研究を実施した。

研究成果の概要（英文）：In this study, I carried out the following problem studies for the purpose of 
mathematic basic construction to be necessary for proof of the quantum channel coding theorem based on 
the study of entropy theory and the quantum channel theory of the quantum systems.
I characterize the quantum channel including the quantum entanglement such as quantum teleportations, (1) 
I investigated a property of the quantum mutual entropy for the quantum interference channel.(2) Based on 
formulation of the quantum mean mutual entropy, I calculated the quantum mean mutual entropy of the 
various kinds of encoded quantum states. Furthermore, I extended the theorem of Ohya- Tsukada -Umegaki in 
general quantum systems using transition expectation and conditional expectation and I carried out the 
fundamental researches to be necessary for proof of the quantum channel coding theorem.

研究分野： 情報数理，函数解析学，実関数論

キーワード： 量子情報理論　量子エントロピー　量子チャネル　エンタングルメント　量子チャネル符号化
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１．研究開始当初の背景 
量子的な特質を持つ光子を信号に用いる光
通信過程の研究は，1980 年代頃に盛んに行
われていたが，量子コンピューティングの研
究が始められたことに伴い，現在では，量子
情報という，数学・物理学・計算科学・情報
科学・情報工学の複合領域にまたがる新たな
分野が形成され世界的に研究が行われてい
る。量子情報通信過程の数理的研究では，量
子確率論をベースとして，(1) 量子符号化の
定理，(2) 量子エントロピー理論，(3) 量子チ
ャネル理論，などの様々な研究が行われてい
る。 
(1) 量子チャネル符号化の定理の解決に向け
て未解決のままの量子符号化の定理につい
ては，①情報源符号化の定理が，シューマッ
ハー・ペッツ等によって部分的に議論されて
いる。さらに，②量子情報通信理論の最も中
心的な課題の一つである量子チャネル符号
化の定理は，信号を誤りなく送信するための
基準を与え，チャネルを設計する上で重要な
役割を果たすものである。 
(2) 量子系の力学的エントロピー理論の展開 
量子チャネル符号化の定理の解決には，通常
の確率論をベースとして定式化されている
力学的エントロピーや平均相互エントロピ
ーの量子系への展開が不可欠であり，部分代
数上の様々な力学的エントロピーや部分状
態空間上の平均エントロピーと平均相互エ
ントロピーが定式化されている。 
(3) 量子エンタングルメンドを含む量子チャ
ネル理論の定式化 
近年，光を信号に用いる光通信過程が量子情
報通信理論により議論され，様々な結果が得
られている。特に，量子密度符号化や量子テ
レポーテーションなどの量子系に特有の量
子エンタングルメントの性質を利用した量
子チャネルに対する情報伝送の効率を調べ
る研究では，シャノン理論との相違点が指摘
され，量子干渉性を含む通信過程の定式化の
研究の必要性が叫ばれている。 
２．研究の目的 
今日の情報化社会を支える基礎理論の一

つに情報理論がある。この情報理論は，通常
の確率論をベースに定式化され，一連の情報
量(エントロピー)を用いて，可換な信号空間
上で情報伝送の効率の議論を可能としてい
る。特に，チャネル符号化の定理は，誤りの
少ないチャネルを設計する上で重要な基準
を与えるものであり，その一般化の研究が，
力学的エントロピーおよび平均相互エント
ロピーを用いて行われている。この符号化の
定理は量子情報理論の重要課題としてその
解決が待望されている。 
本研究では，量子系特有の性質である量子

エンタングルメントを含む量子チャネルを
特徴付ける研究を行い，さらに，量子系にお
ける力学的エントロピーと平均相互エント
ロピーの定式化をもとに量子チャネル符号
化の定理の基礎付けを与える研究を行うこ

とを主な目的とする。 
３．研究の方法 
情報理論は可換系及び量子系の確率論を一
つの基礎として構築されており，近年はその
周辺領域の研究がとみに盛んである。とくに
量子情報通信理論の研究が，情報を核とした
共通の土俵の上で進められている。例えば，
量子情報通信理論から得られた結果は通信
理論などの情報科学のみならず，様々な分野
へ応用されてきている。本研究計画では，ヒ
ルベルト空間論，作用素代数論，微分方程式
などの既存の数学に情報理論や物理学にお
ける諸概念を取り入れて，以下の課題に取り
組む： 
(1)量子系の力学的エントロピー理論の展開 
(2)量子エンタングルメントを含む量子チャ
ネル理論の定式化 
(3)量子チャネル符号化の定理の解決に向け
た基礎研究 
(1)量子系の力学的エントロピー理論の展開 
①部分代数系に対する量子系の力学的エン
トロピーの定式化 
量子系の力学的エントロピーは，1975 年ご

ろ エムシュとコンヌ-ストルマーによって
最初に導入され，1987 年には，コンヌ-ナー
ンフォッファ-チィリングがＣ*-系において
ＣＮＴ力学的エントロピー(CNT dynamical 
entropy)を定義した。 パークは，いくつか
のモデルについて，ＣＮＴ力学的エントロピ
ーを計算した。また，1994 年には，アリツキ
ー-ファネスが単位の有限作用素分割を用い
てＡＦ力学的エントロピー(AF dynamical 
entropy)を定め，ハデットは位相エントロピ
ーに関連して力学的エントロピーを論じた。
さらに，ボイキュレスクは，自由確率をもと
に一般化された近似のアプローチをベース
としてＣ*-及びＷ*-代数の自己同型写像に
対する力学的エントロピーを導入した。1997
年には，アカルディ-大矢-渡邉 が，量子マ
ルコフ連鎖を通して，ＡＯＷ力学的エントロ
ピー(AOW dynamical entropy)を定義し，量
子情報理論と関連するいくつかの量子チャ
ネルのモデルに対して力学的エントロピー
の計算を行っている。このＡＯＷ力学的エン
トロピーは，従来の手法を用いて定められた
量子系の力学的エントロピー（ＣＮＴ・ＡＦ）
よりも系の状態を詳しく分類することがで
き，さらに力学的エントロピーを求める計算
が他のものに比べて容易であるという特徴
を持つ。コサコウスキー-大矢-渡邉は，ＡＯ
ＷとＡＦを含むより一般的な系に対して完
全正値写像に関するＫＯＷ力学的エントロ
ピー(KOW dynamical entropy)を定式化した。
ＫＯＷ力学的エントロピーは，ＡＯＷ力学的
エントロピーに比べてより多くのモデルに
対して適用することができる。 
本研究では，これらの力学的エントロピー

の関係を調べ，いつくかの数理モデルに対し
て力学的エントロピーの計算を行う。 
② 部分状態空間に対する量子系の平均エン



トロピーと量子平均相互エントロピーの定
式化 
1985 年には，大矢が，Ｃ*-混合エントロピ

ーをベースとして量子系に力学的エントロ
ピーと力学的相互エントロピーを定式化し，
多段減衰チャネルに対して光変調の効率を
厳密に調べる研究を行っている。 
本研究では，量子系の平均相互エントロピ

ーの定式化とそれを用いた量子系のチャネ
ル符号化の定理の証明のための数理的基礎
をいくつかのクラスに分類する。 
③ 量子平均相互エントロピーの定式化につ
いて 
古典系の通信理論では，ＫＳ(コロモゴロ

フ-シナイ) エントロピーを用いて平均相互
エントロピー（情報量）が定められ，通信理
論において最も重要な定理の一つであるチ
ャネルの符号化の定理が証明されている。こ
のチャネル符号化の定理は，入力信号を符号
化する際の誤り確率の上限を与えており，こ
の定理を用いることによって符号化された
信号に対して通信の効率などをきちんと取
り扱うことができた。量子系のチャネル符号
化の定理を議論する上で，上記の量子系の力
学的エントロピーが本質的な役割を果たす
ものと考えられる。 
大矢の導入したＣ*-系のエントロピーと

相互エントロピーは，量子エンタングルド状
態を分類する尺度を定める上で必要不可欠
なものとなっている。 
本研究では，量子系におけるチャネル符号

化の定理の証明の基礎付けを与えるために，
ＫＯＷエントロピーの考えを導入して作ら
れる新たな一般化されたＡＯＷエントロピ
ーを定め，それを基に，量子エンタングルメ
ントの状態変化を取り込んだ平均量子相互
エントロピーの定式化を行い，その加法性の
性質について調べる。 
(2) 量子エンタングルメンドを含む量子チ
ャネル理論の定式化 
量子系におけるチャネルの研究では，ホレ

ボーによって，半古典的 (一方が古典系の) 
チャネルが導入され，さらに，大矢によって，
量子力学的 (完全な量子系における) チャ
ネルが定式化されている。 特に，光通信過
程との関連では，大矢による減衰過程を表す
チャネルの数理モデルの定式化の研究をあ
げることができる。この量子チャネルの研究
は，一般的には非可換な系から非可換な系へ
の変換を取り扱うものであるが，非可換系が
可換系を含むという数学構造を考えると量
子チャネルは半古典的なチャネルや古典的
なチャネルの議論までをも含んだより一般
的な表現と言うことができる。このような観
点から，古典系から量子系への古典-量子チ
ャネルや，量子系から古典系への量子-古典
チャネルなども量子チャネルのある特別な
場合として取り扱うことができ，古典-量子
チャネル，量子チャネル，量子-古典チャネ
ルという一連の伝送過程が一貫した数理構

造を用いて統一的に議論することができる
のである。 
本研究では，量子密度符号化や量子テレポ

ーテーションなどの量子エンタングルメン
トを含む量子チャネルの特徴付けを行い，以
下の研究を行う。 
① 量子エンタングルメントを含む量子チャ
ネルに対する量子相互エントロピーの性質
を調べる。 
② 量子平均相互エントロピーの定式化を基
に，量子系のチャネル符号化の定理の証明に
必要な数理的基礎を構築する研究を行う。 
(3) 量子チャネル符号化の定理の解決に向
けた基礎研究 
古典系のマクミランの定理は，エルゴード

情報源から送信するメッセージの長さを十
分大きくすればメッセージ１語当たりの情
報量が，情報源の情報量に等しくできること
を示している。すなわち，送信側の情報を再
現する仕方が存在することを示しており，こ
の定理の一般論は，平均エルゴード定理と見
なすことができる。大矢-塚田-梅垣は，富田
-竹崎定理と量子確率論における十分性の概
念を用いて，古典系のエントロピーの積分表
現に関するマクミラン型定理をフォンノイ
マン代数によって記述される非可換系に拡
張できることを示した。すなわち，条件付期
待値の存在に関するある仮定のもとで，非可
換系の定常状態から定まるエントロピー型
作用素が定常状態によらずある定まった作
用素によって常に表現できることを示した。
この結果は，量子系のマクミランの定理を定
式化するための基礎付けを与える研究に関
連している。さらに，大矢-塚田-梅垣は，フ
ォンノイマン代数のセンターの概念を用い
て，一般的な形で量子系のマクミランの定理
の証明を与えている。また，この研究は，状
態の分離可能性とも密接に関連し，幾つかの
状態が相関した量子エンタングルメントの
研究とそのチャネルによる定式化の重要な
鍵となると考えられる。さらに，量子平均相
互エントロピーの定式化のためには，前年度
までに行った量子系の力学的エントロピー
の研究の発展が不可欠である。 
本研究では，上記の研究を基に，以下の研

究を行う。 
① 大矢-塚田-梅垣の定理を遷移期待値や条
件付期待値を用いて，より一般的な量子系に
拡張し，それを用いて量子符号化の定理の証
明を試みる。 
② ショア, ベネット, ニールセン等々によ
りコヒーレント・エントロピーやリンドブラ
ット-ニールセンエントロピーなどの相互エ
ントロピータイプの尺度を用いた量子符号
化の定理が部分的に議論されている。しかし，
本研究代表者達により，これらの尺度は，負
の値を取り，入力情報量より大きくなるなど
の不都合な点が指摘され，情報通信の尺度と
して有効でないことが示されている。 
本研究では，量子相互エントロピーと量子



系の力学的エントロピーの定式化を基に，量
子エンタングルメント性を包含したチャネ
ルに対する新たな尺度を導入し，量子チャネ
ル符号化の定理を証明するための基礎付け
を与える研究を行う。 
４．研究成果 
本研究では，量子系のエントロピー理論と

量子チャネル理論の研究を基に，量子チャネ
ル符号化の定理の完全な証明を与えること
を最終目標とし，その定式化に必要となる数
理的基礎をひとつひとつ積み上げていくこ
とを目的とする。具体的には以下のような課
題を実施した。 
具体的な研究目標 
(1)量子系のチャネル符号化定理の定式化の
基礎付け 
チャネル符号化の定理は，エルゴード性を

持つ通信過程における情報源のエントロピ
ーがキャパシティ（通信路容量）より小さい
場合には，受信メッセージから送信メッセー
ジをいくらでも高い精度で推定することが
できることを示している。すなわち，平均相
互エントロピーが情報源のエントロピーに
限りなく近くなるような符号化を選択でき
るという特徴を持ち，非常に信頼性の高い符
号化の存在を理論的に保証している。この定
理により，通常の情報通信理論の研究は，効
率の良い符号を生成するための理論（符号理
論）へと展開していくことになる。現在，量
子情報通信理論において，ショア，ベネット，
ニールセン等によりコヒーレント・エントロ
ピーやリンドブラット-ニールセンエントロ
ピーなどの量子相互エントロピー型の複雑
さの尺度を用いた量子チャネル符号化の定
理の議論がなされている。しかしながら，こ
れらの尺度が，負の値を取り，シャノンの基
本不等式を満たさないといった情報通信の
尺度として都合の良くない性質を持つこと
が本研究代表者達によって指摘されている。 
本研究では，最も適切な量子相互エントロ

ピー型の尺度を見極め，量子系のシャノン-
ファインシュタインの定理(チャネル符号化
の定理)の証明を行うための基礎付けを行っ
た。 
(2)量子系の力学的エントロピーの定式化 
通常の情報通信理論では，力学的エントロ

ピー(ＫＳ(コロモゴロフ-シナイ) エントロ
ピー)を用いて平均相互エントロピー（情報
量）が定められ，それを基にして符号化の定
理が一般化されている。このＫＳエントロピ
ーを量子系に拡張しようとする試みは，コン
ヌ-ストルマー，エムシュ, コンヌ-ナーンフ
ォッファ-チィリング (ＣＮＴ), パーク, 
ア リ ツ キ ー - フ ァ ネ ス ( Ａ Ｆ ), 大 矢
(Complexity), アカルディ-大矢-渡邉(ＡＯ
Ｗ)，コサコウスキー-大矢-渡邉(ＫＯＷ)等
によってなされている。この力学的エントロ
ピーは，系の力学的発展に伴って変化した状
態が持つ平均的な情報量を表している。本研
究代表者達は，ＡＯＷエントロピー,ＫＯＷ

エントロピー及び情報力学の複雑さの概念
を用いて量子平均エントロピーと量子平均
相互エントロピーの定式化を行い，これらの
相互関係について研究を行った。 
本研究では，量子系のチャネル符号化の定

理の証明をするための基礎付けを行うため
に，ＫＯＷエントロピーをベースに新たな一
般化ＡＯＷエントロピーを導入する。さらに，
量子エンタングルメントの状態変化を取り
込んだ量子平均相互エントロピーの定式化
を行い，その性質を調べた。 
(3)量子エンタングルメントを含む量子チャ
ネルの特徴付け 
入出力系の間でエンタングルメントした

２つの量子状態を用いた情報通信過程であ
る量子テレポーテーションと量子密度符号
化などは，完全正値性を持つ量子チャネルで
記述することができる。このチャネルに対す
る量子相互エントロピーは，ウールマンが示
した量子相対エントロピーの単調性により，
入力系の量子状態の持つ量子エントロピー
の値を超えることはできないことが厳密に
示されている。しかしながら，入力状態と出
力状態のテンソル積で与えられる分離状態
と，入出力間のエンタングルド状態とを量子
相対エントロピーを用いて比べると，その値
は，最大で，入力状態の持つ量子エントロピ
ーの２倍の値を取ることが知られている。 
本研究では，量子チャネル符号化の定理を

証明する上で，このエンタングルメント性を
有する量子チャネルの特徴を厳密に調べ，こ
のような量子エンタングルメント性を含む
量子チャネルの定式化について研究を行っ
た。 
上記の研究成果によって，今後，量子エ

ンタングルメントを含む量子チャネルの数
理的基礎付けと，その量子チャネルに対す
る量子系の平均相互エントロピーを定式化
し，平均相互エントロピーの加法性の証明
と量子エンタングルメント性を持つ量子系
のチャネル符号化の定理の厳密な証明を行
うための糸口が得られ，単に数学的理論の
構築だけでなく，量子情報通信の物理工学
的な発展に役立つ理論の定式化ができるも
のと期待する。 
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