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研究成果の概要（和文）：離散数学・組合せ論におけるラムゼー型問題とは、「どのような無秩序な構造もそれが十分
に大きければ、ある秩序を持った部分構造を持つ」という主張がさまざまな条件下において成立するか否かを決定する
ことである。
本研究で導入されたラムゼー型分割問題とは、このラムゼー型問題と深く関連して「どのような無秩序な構造もそれが
十分に大きければ、その構造のある秩序を持った分割が存在する」という主張を検討することである。本研究では、グ
ラフを中心とするいくつかの離散構造についてラムゼー型分割問題に関する定理を得た。

研究成果の概要（英文）：Ramsey-type problems in discrete mathematics and combinatorics are to determine wh
ether the following claims hold or not in various situations; any sufficiently large structure, however it
 is in disorder, has a local structure that is in order.
In this study, Ramsey-type partition problems are introduced. They are deeply connected with Ramsey-type p
roblems, and our aim is to investigate the following claim; any sufficiently large structure, however it i
s in disorder, admits a partition that is in order. We have shown some theorems for the Ramsey-type partit
ion problems of some discrete structures, such as graphs.
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１．研究開始当初の背景 

ラムゼー理論は「完全な無秩序は不可能であ

る」という主張をさまざまなモデルで数学的に検

証する理論である．それは，現在，幅広く研究さ

れており離散数学の一分野を形成している．最

も代表的な問題としては，２辺着色完全グラフに

おけるラムゼー数を決定する問題がある．近年，

本研究代表者により，ラムゼー型問題の一変種

として，基礎となる離散構造のある良い性質を持

つ分割の存在を主張するような問題―ラムゼー

型分割問題と呼ぶ―の研究が開始されていた．

研究開始時に得られていた主な結果を以下に

述べる．ここで，以下に現れる着色点集合なる

用語の定義を述べる．X を有限集合とする．X 

から正の整数全体 N への関数 φ を X の着

色と呼び，(X,φ) を着色点集合と呼ぶ．X の位

数を (X,φ) の位数と呼ぶ．２つの着色点集合 

(X1,φ1) と (X2,φ2) が互いに同型であるとは，

N から N へのある全単射写像σ が存在して，

任意の正の整数 y について 

 ¦φ1
-1(y)¦ = ¦φ2

-1(σ(y))¦ が成り立つことと定義

する． 

（１） n を正の整数とする．頂点数 (14/3)n + 

O(1) の任意のグラフは，n 個の互いに同

型かつ点素な頂点数3の誘導部分グラフを

含む． 

（２） k,m を m ≧ k – 2 を満たす正の整数と

する．位数 (k+1)m – 1 以上の任意の着

色点集合は，m 個の互いに同型かつ点素

な位数 k の着色点集合を含む．  

（３） k,m を正の整数とする．位数 km の任意

の着色点集合 X に対して，位数 k の着

色点集合のペア Y1, Y2 と X の分割 X = 

X1∪X2∪…∪Xn が存在して，各 Xi は Y1 

または Y2 と同型になる． 

 

２．研究の目的 

本研究の目的は，前節で述べた研究をさらに

進展させることである． 

 

（１） グラフの分割問題 

与えられたグラフ G の中に互いに同型かつ

点素な誘導部分グラフ H を多数見出だすよう

な問題を研究する． 

 

（２） 着色点集合の分割問題 

分割条件の変更により新たな興味深い問題

が生まれうる．例えば，分割において各部分 Xi 

がいくつかの所与の着色点集合と同値となる条

件を付加した場合について研究する． 

 

（３） 一般の離散構造 

グラフ，着色点集合に限定せず，一般の離散

構造に対する問題設定を行なう． 

 

３．研究の方法 

従来の結果を拡張する条件，または類似の条

件下での命題を見出だし証明する． 

 

（１） 証明技法 

本研究は，ラムゼー型問題あるいは極値問題

の一変種であるため，それらの既存研究に現れ

る議論が用いられる．例えば，「研究開始当初の

背景」の（１）で述べた結果，およびそれを拡張し

た結果の証明には，補題として完全グラフに関

するラムゼーの定理が直接使われている．一方，

本研究では，極値の上界の評価の際に，先行

論文には見られないアイデアを用いている．そ

れは，Burr-Erdős-Spencer の定理における 

"bowtie argument" を一般化した手法であ

るが，これは本研究で新たに導入された手法

である． 

 

（２） 計算機による実験 

極値の下界を決定するためには，ある性質の

よい配置を１つ見つけることが必要となる．この

ために計算機による実験が有効となる．例えば，

「研究開始当初の背景」の（１）で述べた結果に

関連した次の予想がある； 頂点数 6n + O(1) 

の任意のグラフは，n 個の互いに同型かつ点素



な頂点数 ４ の誘導部分グラフを含む．この予

想は計算機実験により正しいことが示唆されて

いる． 

 

４．研究成果 

（１） 誘導部分グラフの点素なコピーに関するラ

ムゼー型分割問題 

G,H を多重辺やループを持たない無向グラ

フとする．グラフ G の頂点集合，辺集合をそれぞ

れ V(G), E(G) と書く．U ⊂ V(G) について 

U によって誘導される G の誘導部分グラフを 

G[U] と表わす．G が含みうる互いに点素な H 

と同型である誘導部分グラフの最大個数を 

N(G,H) とする．つまり，N(G,H) = max { n : 

ある分割 V(G) = V0 ∪ V1 ∪ … ∪ Vn が

存在して i = 1,...,n について G[Vi] は H と

同型} である．H がグラフの族であるとき N(G, 

H) = max { N(G,H) : H∈ H } と定義する．

さらに f(n, H) = min { s: 頂点数が s 以上の

すべてのグラフ G について N(G, H) ≧ n } 

と定義する．本研究では，次の結果を得た； 

1 ≦ m ≦ k-2 について，Km と Kk-m の補グ

ラフの結合グラフを Bk,m と書く．さらに，Bk,m = 

{ Kk, Kk の補グラフ, Bk,m, Bk,m の補グラフ } と

定義する．1 ≦ m ≦ k – 2 とする． 

このとき f(n, Bk,m) = ( 2k – 1 – m/k) n + O(1). 

 この定理において，ｋ＝3, m=1 の場合には

「研究開始当初の背景」の（１）で述べた結果と

なる．H を k 頂点のグラフとし，H = { Kk, Kk の

補グラフ, H, H の補グラフ } と定義する．このと

き，H が Bk,m 及びその補グラフの形でなけれ

ば，f(n, H) = (2k – 1)n + O(1) であることは容

易にわかるため，漸近的にはすべての H につ

いて f(n, H) を決定できたことになる．  

本結果については，その部分的な結果を含

めて，3 回の国内研究集会で発表した（日本数

学会：2011 年 9 月，関西グラフ理論研究集会：

2012 年 3 月，日本数学会：2012 年 9 月）．また，

国際会議としては，2013 年 7 月にブダペストで

開催されたエルデシュ生誕百周年記念会議の

ポスターセッションにて発表し，複数の海外研究

者と質疑，議論を行なった．また，論文が論文誌

Discussiones Mathematicae Graph Theory

に掲載された．今後研究すべき未解決問題とし

ては, Ｇk = { k 頂点からなるグラフ全体} とす

るとき，f(n, Gk) を漸近的に決定することが挙げ

られる．特に，k=4 の場合に，f(n,Ｇ4) = 6n + 

O(1) と予想しおり，その解決が次の主要な目

標である． 

 

（２） グラフの頂点集合の等分割に関する問題 

k, m ≧ 1 とする． H を頂点数 k のグラフ，

G を頂点数 n = km のグラフとする． 

G の頂点集合を m 個の k 点集合に分割する

とき，各 k 点集合により誘導される m 個の部分

グラフのうち，どのくらいの個数が H と同型に

なるかを考える．H の G における点素個数範

囲 I(G,H) を I(G,H) = { 0 ≦ s ≦ m : ある

分割 V(G) = V1 ∪ … ∪ Vm が存在して, 1 

≦ i ≦ m についての m 個の G[Vi] のうち，

ちょうど s 個が H と同型である} と定義する．

さ ら に ， H の  G に お け る 最 小 点 素 個 数 

m(G,H) = min I(G,H), 最 大 点 素 個 数 

M(G,H) = max I(G,H), 最 小 点 素 個 数 

m(G,H) = min I(G,H) を定義する．  

本研究では，主に H が完全グラフおよび完

全 2 部グラフの場合について I(G,H), M(G,H),  

m(G,H) の性質を調べた．本研究の内容は，

2012 年 12 月の応用数学合同研究集会で発表

した．今後解かれるべき予想として，次の予想が

ある； G を頂点数 2k のグラフ, H は頂点数 

k の連結グラフであり，H ≠ Kk, K1,k-1, K2,3 と

する． このとき，m(G,H) = 0 が成り立つ． な

お，本研究において H が完全 2 部グラフの場

合には上記予想が成り立つことを証明した． 

 

（３） 完全多部グラフの分割問題 

完全多部グラフの分割に関して次の結果を証

明した． 

k, m を正の整数，G を頂点数 n = km の完



全多部グラフとする．m ≧ k – 2 とする．このと

き，G の頂点を m 等分して，それぞれの部分

が誘導する k 頂点の部分グラフが，(1) 完全

グラフ，(2) 空グラフ，(3) 完全グラフと空グラフ

の結合グラフ，のいずれかと同型にすることがで

きる．類似の結果と合わせて，2013 年 9 月に東

京で開催された国際会議(江川嘉美先生還暦記

念グラフ理論研究集会)で発表した．また，論文

としてまとめ，現在投稿中である．なお，この問

題は着色点集合の言葉に言い換えることができ

る． 

 

（４） その他の離散数学関連の研究 

その他の離散数学に関して得られた結果とし

て，グラフ上の石交換に関する研究論文，格

子路の数え上げに関する研究論文，および階

層型ネットワークの連結性に関する研究論

文が刊行された． 
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