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研究成果の概要（和文）：グラフやdigraphの重み付きゼータ関数、行列重みのL関数の行列式表示を与え、グラフのed
ge L関数を導入し、その行列式表示を導いた。また、2部グラフの一般ゼータ関数の行列式表示を与え、hypergraphの
一般ゼータ関数の行列式表示を導いた。hypergraphのedgeゼータ関数、edge L関数を考察した。
　Grover行列とその正台や、その2乗の正台の特性多項式を、既知のグラフのゼータ関数の行列式表示を用いて導出し
、それらのスペクトルを決定した。また、Grover行列の2乗の正台に関連する、グラフのゼータ関数を定義し、オイラ
ー積、母関数表示、行列式表示、極、収束半径を論じた。 

研究成果の概要（英文）：We presented determinant expressions for the weighted Bartholdi zeta function of 
a digraph and the matrix-weighted Ihara $L$-function of a graph. Moreover, we presented a determinant 
expression of an edge $L$-function of a graph. Furthermore, we gave a determinant expression for the 
generalized Bartholdi zeta function of a bipartite graph, and then obtained a determinant expression for 
the generalized Bartholdi zeta function of a hypergraph. We considered the edge zeta function and the 
edge $L$-function of a hypergraph.
 We presented the characteristic polynomials of the Grover matrix and its positive support, the positive 
support of its square by using determinant expressions of zeta functions of a graph. As applications, we 
determined their spectra. Furthermore, we define a zeta function of a graph with the positive support of 
the square of the Grover matrix as an edge matrix, and treated the Euler product, the determinant 
expression, the pole and the radius of convergence of it.

研究分野： グラフ理論

キーワード： グラフ　ゼータ関数　量子ウォーク
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１．研究開始当初の背景 

ゼータ関数は、リーマンのゼータ関数を始
め、整数論、代数幾何、スペクトル幾何、力
学系等いろいろな分野に現れ、数学の重要な
理論、問題、リーマン予想などの予想に深く
関わっている。例えば、整数論では、素数の
分布に関するリーマンのゼータ関数、デデキ
ントのゼータ関数のアルティンのL関数によ
る分解公式、p-進離散群の伊原のゼータ関数
がある。リーマン多様体のスペクトル幾何に
は、セルバーグのゼータ関数や砂田の等スペ
クトル多様体の仕事がある。 

 セール(1980)によって、伊原のゼータ関
数(Iharaゼータ関数)(1966)が、正則グラフ
のゼータ関数であることが指摘されたのを
きっかけに、グラフのゼータ関数の研究が始
まった。それを受けて、砂田がIharaゼータ
関数のグラフ理論的定義と伊原の定理の別
証明を与えた(1986,1988)。橋本は半正則2部
グラフのIharaゼータ関数(1989)の行列式表
示を与え、一般のグラフのIharaゼータ関数
の行列式表示はバース(1992)によって与え
られた。Stark & Terras(1996), 小谷&砂田
(2000), Foata & Zeilberger(1999)らによっ
て、バースの定理の別証明が与えられた。 

他のタイプのグラフゼータについては、
Stark & Terrasが、グラフのarcに重みを付
けた、edgeゼータ関数の行列式表示を得てい
る(1996)。情報幾何の分野の渡辺&福水によ
り、行列重みのゼータ関数が定義され、その
行列式表示から、edgeゼータ関数の新しい行
列 式 表 示 を 得 ら れ た (2010) 。 ま た 、
Bartholdi(2000)が、backtrackingsをカウン
トする変数を含む、2変数のBartholdiゼータ
関数について、行列式表示を与えた。 

無限グラフのIharaゼータ関数については、
Bass(1992) に 始 ま り 、 Clair(2001) 、 
Grigorchuk & Zuk(2004)を経て、Guido, Isola 
& Lapidus(2008,2009)による、 periodic 
simple graph、periodic graph、 fractal 
graphのIharaゼータ関数の行列式表示に至
る。 

物理と関連する分野では、量子グラフの
spectral determinantにおいて、Iharaゼー
タ関数、Bartholdiゼータ関数が用いられ、
グラフGの散乱行列やその重み付き版のある
行列式のGのLaplacianや重み付きLaplacian
の特性多項式によるSmilanskyの公式(2007)
が、ある重み付きゼータ関数の行列式表示か
ら導かれることがわかってきた。また、量子
ウォークの分野では、最近、グラフ上の離散
時間量子ウォークの時間発展行列(遷移行
列)が、Iharaゼータ関数と密接に関係するこ
とが判明している。 
グラフゼータとその周辺の研究は、1990 年
代後半、盛んになり、まだまだ、多くの課題
が残されており、豊富な結果が出るものと思
われる。この方面の研究は、現在、世界では、
Stark&Terrasの後を受けて、Deitmar, Clair, 

Winnie Li, Fang, Kang, Storm 等の Terras
グループ、Guido, Isola, Lapidus 等 fractal 
geometry の 研 究 グ ル ー プ 、 Pollicott, 
Karlsson 達がおり、グラフのゼータ関数を拡
張している。グラフのゼータ関数の応用とし
ては、、物理の分野から、Texier, Harrison, 
Desbois 等の量子グラフの研究グループ、
Hancock,Wilson 等のパターン認識の研究グ
ループ、情報幾何の分野の渡辺、福水達の参
入があり、層が厚くなり、成果が期待できる。 
 
２．研究の目的 

先 ず 、 グ ラ フ や digraph の 2 変 数 の
Bartholdi関数を、3変数以上のBartholdi関
数に一般化して、その行列式表示を与え、正
則被覆グラフや正則被覆digraphについて、
その分解公式を求める。そして、弧に重みを
付けた重み付きBartholdi関数や、その他の
タイプの重み付きBartholdi関数に拡張する。
特に、弧に行列の重みを付けた重み付き
Bartholdi関数を考え、その行列式表示を与
える。また、それらをhypergraphに適用して、
3変数以上のBartholdi関数や、重み付き
Bartholdi関数の行列式表示を与える。 

Lapidus達が得た、無限グラフのゼータ関
数を、無限digraphのBartholdiゼータ関数に
拡張する。Winnie Li等が与えたPGLn(F)(F
は非アルキメデス的局所体)のBruhat-Tits 
buildingのゼータ関数を、Bartholdiゼータ
関数に一般化する。また、digraphのゼータ
関数の行列式表示を応用として、digraphの
scattering matrixを定式化して、Smilansky
の公式を一般化する。さらに、いろいろなグ
ラフゼータを利用して、類体論等の被覆グラ
フ版を模索する。 

３．研究の方法 

・2部グラフの3変数のBartholdiゼータ関数、
Bartholdi L関数を定式化し、その行列式表
示を求め、2部グラフの正則被覆グラフの3変
数のBartholdiゼータ関数を、2部グラフの3
変数のBartholdi L関数の積で表す。 

・2部digraphの3変数のBartholdiゼータ関数、
Bartholdi L関数を定義し、その行列式表示
を与え、2部digraphの正則被覆digraphの
Bartholdiゼータ関数の、2部digraphの3変数
Bartholdi L関数による分解公式を求める。 

・一般のグラフのn(≧4)変数のBartholdiゼ
ータ関数とBartholdi L関数を導入し、その
行列式表示を求め、グラフの正則被覆グラフ
のn変数Bartholdiゼータ関数を、グラフのn
変数のBartholdi L関数の積で表す。 

・グラフのn変数Bartholdiゼータ関数、
Bartholdi L 関 数 を 、 digraph の n 変 数
Bartholdiゼータ関数、Bartholdi L関数へ拡
張し、それらの行列式表示を与え、digraph
の正則被覆digraphのn変数Bartholdiゼータ
関数の、digraphのn変数Bartholdi L関数に
よる分解公式を求める。 



・グラフのn変数Bartholdiゼータ関数、
Bartholdi L関数を、グラフやdigraphのn変
数重み付きBartholdiゼータ関数、Bartholdi 
L関数に拡張し、それらの行列式表示を与え、
グラフの正則被覆グラフや、digraphの正則
被覆digraphのn変数重み付きBartholdiゼー
タ関数を、グラフやdigraphのn変数重み付き
Bartholdi L関数の積で表示する。 

・渡辺&福水の手法を用いて、digraphの重み
付きBartholdiゼータ関数の新しい行列式表
示を導く。 

・グラフやdigraphの行列重みのゼータ関数
を導く。 

・2部グラフのn変数Bartholdiゼータ関数を
利用して、hypergraphのn変数Bartholdiゼー
タ関数を定式化して、その行列式表示が与え
る。 

・hypergraphのcoveringの概念を確立して、
そのゼータ関数を調べる。特に、渡辺&福水
が定式化した、hypergraphの行列重みのゼー
タ関数を、hypergraphのcoveringに適用して、
その分解公式を導く。 

・グラフGのscattering matrixをdigraphに
拡張して、Smilanskyの公式のdigraph版を導
き、上で述べたものとは異なる、digraphの
ゼータ関数を導く。 

・periodic simple graphやfractal graphの
digraph版を考察し、それらのゼータ関数を
取り扱う。 
・PGLn(F)の Bruhat-Tits building のゼータ
関数の行列式表示を、Bartholdi ゼータ関数
に一般化する。 
・グラフの重み付きゼータ関数、重み付き L
関数に関するセルバーグ型の跡公式を、正則
グラフ、半正則 2 部グラフについて求める。  
・正則グラフ、半正則 2 部グラフの重み付き
グラフゼータに対し、極の偏角の分布につい
て、「半円則」の類似が成立するかどうか考
える。 
・グラフゼータに絡む整数論の本を読んで、
二次体の整数論、単数定理など知識を深め、
被覆グラフについて類似な性質を調べる。 
・bipartite coveringに関する、Stark&Terras
の結果を、{1,-1}に重みを持つ、signed 
digraph の重み付きゼータ関数と関連させて、
digraph の balanced covering について、類
似の結果を出す。 
・重み付きゼータ関数と関連させて、有限群
Γ に 重 み を 持 つ 、 Γ -signed graph の
balanced covering について、Stark&Terras
の結果と類似の結果を出す。 
・砂田によるリーマン多様体の類体論等の被
覆グラフ版を模索する。 
・quantum graph の専門書を読んで、quantum 
graph の Laplacian, scattering matrix につ
いての手法を勉強する。 

・本来の quantum graph の scattering matrix
に関する行列式の種々の公式を、渡辺&福水
の手法を用いて、別証明が可能かを調べる。 
・グラフゼータは、グラフの Ising モデルの
分配関数と密接な関係があるので、統計物理
と離散数学の専門書を読んで、グラフゼータ
とグラフの Ising モデルの分配関数、その他
のグラフの多項式(matching 多項式等)との
関係の可能性を探る。 
・グラフゼータを含む領域の国際シンポジウ
ムに出席して、最新の情報を手に入れる。 
・成果が出たら、日本数学会、国際シンポジ
ウム等で発表し、論文にまとめて投稿する。 
 
４．研究成果 

グラフやdigraphのゼータ関数の拡張とし
て、渡辺&福水の手法を用いて、digraphの重
み付きBartholdiゼータ関数の新しい行列式
表示(2013)、グラフの行列重みのIhara L関
数の行列式表示(2014)を与えた。また、グラ
フのedge L関数を導入し、その行列式表示を
導いた(2012)。さらには、2部グラフの3変数
の一般Bartholdiゼータ関数を定義し、その
行列式表示を得た(2013)。 

hypergraphについては、3変数の一般
Bartholdiゼータ関数を導入し、その行列式
表示を与え(2014)、hypergraphのedgeゼータ
関数、edge L関数を定義し、それらの行列式
表示を求め、hypergraphのcoveringのedge
ゼータ関数をedge L関数の積で表示した
(2012)。 

無限グラフについては、periodic simple 
graph GのBartholdiゼータ関数が、Gへ収束
する正則被覆グラフの無限列のBartholdiゼ
ータ関数の極限であることを示した(2012)。 

量子グラフ関連では、Smilanskyの定理を
digraphに拡張し(2013)、それをもとに、グ
ラフやdigraphの新たな重み付きゼータ関数
を 定 義 し 、 そ の 行 列 式 表 示 を 得 た
(2011,2014)。 

グラフ上の量子ウォークについては、偶然、
今野先生と共同研究する機会を得て、グラフ
上の離散時間量子ウォークの一つである
GroverウォークのGrover遷移行列とその正
台の特性多項式を、第２種重み付きゼータ関
数とIharaゼータ関数の行列式表示を用いて
導出し、直接的に、それらのスペクトルを決
定した(2012)。また、一般Szegedy遷移行列
を導入して、その特性多項式を与え、応用と
して、Grover遷移行列とその正台、Szegedy
遷移行列の特性多項式を導き、それらのスペ
クトルを直接的に、決定し、Grover遷移行列
の2乗の正台の特性多項式からそのスペクト
ルを導き、Grover遷移行列の3乗の正台の行
列の構造を決定した(2013)。量子グラフの4
つの散乱行列から、4つの量子ウォークを考
え、それらの関係を論じ、特性多項式を導い
た(2013)。Grover遷移行列とIharaゼータ関



数の関連性をもとに、Grover遷移行列の2乗
の正台を”edge matrix”とする、グラフのゼ
ータ関数(modifiedゼータ関数)を定義し、オ
イラー積、母関数表示、行列式表示、極、収
束半径を与え、complexityのとの関連を論じ
た(2014)。 2014年、”AMS Special Session on 
Quantum Walks, Quantum Computation and 
Related Topics”に招待され、”Quantum walk 
and zeta function of a graph”というタイ
トルにて発表した。2015年も同会に招待され、
発表予定である。 
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