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研究成果の概要（和文）：いくつかの種類の可約概均質ベクトル空間のb-関数を、リー代数の表現論を応用して計算し
たり、部分的ではあるが群軌道との関係などのb-関数の性質を調べた。特に、古典型の放物型概均質ベクトル空間につ
いて、対応するCapelli恒等式を見出し、それを用いてb-関数を計算した。また、これと関連して、対称空間の冪零軌
道の組合せ論的・表現論的性質を明らかにし、鏡映群の余不変式環については、そのレフシェッツ性などの性質を明ら
かにした。

研究成果の概要（英文）：We have computed b-functions of some reducible prehomogeneous vector spaces by 
using Lie theory, and have studied properties of b-functions such as relations to group orbits. In 
addition, we have studied related things as follows. We have clarified combinatorial and 
representation-theoretic properties of nilpotent orbits on symmetric spaces, and the Lefschetz properties 
of coinvariant rings of reflection groups.

研究分野： リー代数の表現論

キーワード： 概均質ベクトル空間　ｂ─関数　Capelli恒等式
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１．研究開始当初の背景 
(1) Capelli 恒等式は、変数や偏微分作用素を
成分とする行列式で表される、不変微分作用
素環における等式である。Capelli恒等式は、
一方では、行列式関数の b-関数を計算するこ
とに用いられる。これは Capelli 恒等式の発
生の動機のひとつでもある。他方では、
Capelli 恒等式を元にして、一般線型リー代
数の普遍包絡環の中心の生成元がわかった
り、一般線型リー代数の一般バーマ加群のあ
る系列の既約性を制御していたりするなど
する。このように、Capelli 恒等式を仲立ち
として、$b$-関数が、普遍包絡環やその中心、
あるいは、冪零根基上の群軌道のようなリー
代数の表現論的対象にも深く関わっている。 
 
(2) Capelli恒等式と普遍包絡環の中心との関
係 を 組 織 的 に 解 明 し た の が
Howe-Umeda(1991) である。そこでは、す
べての既約な無重複表現に対して、上記の例
での行列式関数の代わりに概均質ベクトル
空間の相対不変式を用いることで、Capelli
恒等式が存在するかどうかを調べ、存在する
場合はそれを元にした普遍包絡環の中心の
生成元を与えている。しかしながら無重複表
現は概均質ベクトル空間の中でもごくわず
かな特殊な場合であるから、b-関数を研究す
る立場から見れば無重複表現の場合に
Capelli恒等式を調べるだけでは不足である。 
 
(3) 本研究課題の申請時点で、従来の Capelli
恒等式では扱えないような b-関数も研究す
るため、無重複表現の場合に限らない場合に
リー代数の表現論を活用した先行例があっ
た。まず、b-関数の決定については、数論的
手法も用いた杉山 (2006) の結果と、表現論
的手法を用いた和地 (2006) の結果があった。
また、普遍包絡環の中心元・不変元との関わ
りについては、Lee-Nishiyama-Wachi (2008)
や西山-和地 (2009)で対称対の Capelli 恒等
式が得られていた。 
 
２．研究の目的 
(1) 概均質ベクトル空間の b-関数は、数論的
研究に比べて表現論的視点からの研究が多
くはない。そこで、概均質ベクトル空間の b-
関数の種々の性質を、リー代数の表現論的視
点から研究することが目的である。具体的に
は、b- 関数と群軌道の幾何や群軌道の分類と
の関係、b-関数とリー代数の普遍包絡環との
関係、未知の$b$-関数の決定などを、表現論
を利用して研究することが目的である。具体
的には以下のことがらを明らかにする。 
① これまでリー代数の表現論的に計算する
ことができていない概均質ベクトル空間の
b-関数を、リー代数の表現論を利用して計算
する。杉山 (2006) による A 型の箙に付随す
る概均質ベクトル空間の b-関数は、和地 
(2006)の 表現論的手法によっても決定が可
能であったから、特に、それと類似の概均質

ベクトル空間の b-関数について研究する。 
②  対称対の Capelli 恒等式は、従来の
Capelli 恒等式とは異なり普遍包絡環の中心
と対応の付くものではなく、部分群の作用に
よる不変元と対応の付くものであるが、従来
の Capelli 恒等式で見られた b-関数との関係
が、そこではどうなっているのか解明する。 
③ 非常に良い状況では b-関数の零点が群軌
道と 1 対 1 に対応するが、そこまで良い状況
ではなくとも、例えば対称対のような良い設
定において、b-関数と群軌道の関係を解明す
る。 
 
３．研究の方法 
国内外の研究集会やセミナーなどを含めた
研究打合せを通して新しい知見を得ながら
研究を進める。また、着実に成果をあげる工
夫として、計算機による具体例の計算を積極
的に取り入れる。 
 
４．研究成果 
(1) 概均質ベクトルの b-関数に関係する成
果としては、古典型の放物型概均質ベクトル
空間に対して、対応する Capelli 恒等式を得
た(雑誌論文欄の③, ④)。これまでは、個別
の概均質ベクトル空間に、いわば散発的に
Capelli 恒等式を得ていたが、表現論的に意
味のあるひとつの系列全体について Capelli
恒等式を得たことは意義がある。 
古典型とは、一般線型リー群、直交リー群、
斜交リー群のことを指し、放物型概均質ベク
トル空間とは、これらの群の放物型部分群の
リー代数の冪零根基に、レビ部分群が作用し
ているものを指す。簡単な場合には、冪零根
基は正方行列の空間、交代行列の空間、対称
行列の空間になり、それぞれ、行列式、パフ
ィアン、行列式が、不変式となる。より複雑
な場合では、古典型の放物型概均質ベクトル
空間とは、正方とは限らない行列の空間や、
交代あるいは対称行列の空間のいくつかの
直和に群が作用しているものである。 
古典型の概均質ベクトル空間に対応する
Capelli 恒等式として得られた等式は、従来
の Capelli 恒等式のように、2 個 (あるいは
その組合せで得られる偶数個) の行列式の
積が現れるものではなく、奇数個の行列式の
積が現れるものである。これを奇数型の
Capelli 恒等式と呼ぶことにする。従来の
Capelli 恒等式に特徴的であった対角シフト
が、奇数型の Capelli 恒等式ではまったく現
れないことも大きな違いである。 
特殊な場合における奇数型のCapelli恒等式
は、一般バーマ加群の表現に現れる微分作用
素と関係のあることも明らかになった。これ
は、本研究以前から一部の型でわかっていた
ことであるが、本研究により、古典型におい
ては常にこの関係があることが明らかにな
った。これは、奇数型の Capelli 恒等式の表
現論的意味付けとして意義がある。 
奇数型の Capelli 恒等式を用いると、初等的



といってよい計算で、古典型の放物型概均質
ベクトル空間の b-関数が計算できる。これは
一般には可約な概均質ベクトル空間である
が、その b-関数は、既約な概均質ベクトル空
間の場合の b-関数を「シフト」したものの積
になっており、これは群軌道との関係がある
ことも明らかになっている。これは研究の目
的の③に対する部分的回答でもある。 
以上のように、奇数型 Capelli 恒等式を用い
た b-関数の計算を通して、奇数型 Capelli 恒
等式や b-関数の表現論的意味が明らかにな
ったことに意義がある。 
 
(2) 対称対のCapelli恒等式に関係する成果
については、雑誌論文欄の②において対称対
の冪零軌道の組合せ論的・表現論的意味を明
らかにした。 
対称対の冪零軌道とは、対称対の接空間にお
ける冪零元のなす錐における群軌道のこと
を指す。古典型の対称対について、軌道の個
数などの組合せ論的な性質が、明らかになり、
冪零軌道のいくつかの和集合を随伴多様体
として持つようなハリッシュ-チャンドラ加
群の存在や、その構成方法といった、表現論
的性質も明らかになった。また、2 つの冪零
軌道が、余次元 1の部分多様体を共通部分と
して持つときを隣接すると呼ぶことにする
と、この隣接関係を辺としてで冪零軌道がど
のようなグラフを導くかといった、幾何的性
質も明らかになった。 
 
(3) 鏡映群の余不変式環のレフシェッツ性
についても成果があがった (雑誌論文欄の
①,⑤、図書欄の①)。これは、当初の計画に
はないものであったが、Capelli 恒等式や対
称対の冪零軌道の研究とも関連して研究が
進んだ。特に、海外の研究者との連携が取れ
たことが、研究の進展につながった。 
鏡映群とは鏡映で生成される群のことであ
り、鏡映群が自然に多項式環に作用したとき
の不変式環は、基本不変式と呼ばれる不変式
の多項式環になる。この基本不変式で生成さ
れるイデアルで、元の多項式環を割って得ら
れる剰余環が余不変式環である。例えば、鏡
映群としてワイル群を考えると、余不変式環
は、ワイル群に対応する旗多様体のコホモロ
ジー環と同型になり、幾何的手法も用いるこ
とが可能である。 
複素多様体はハードレフシェッツ定理を満
たすが、この性質を代数的に抽出したものが、
次数環のレフシェッツ性である。従って、ワ
イル群の余不変式環はレフシェッツ性を持
つが、複素鏡映群まで広げて考えると幾何を
用いることができないので、その余不変式環
がレフシェッツ性を持つことは未解決であ
った。このうち、1 つの型を除く複素鏡映群
の余不変式環がレフシェッツ性を持つこと
が、場合によっては計算機による計算も用い
て明らかになった。 
そして、計算機に頼らず、代数的に証明する

ことにも取り組みも、 Larry Smith や 
ChrisMcdaniel との打合せにより進展があ
った。 
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