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研究成果の概要（和文）：偏微分方程式の研究に有効な方法として調和解析の手法がある。その中で特異積分・分数冪
積分作用素などの研究は重要である。更に、それら作用素がどの関数空間で有界であるかは、偏微分方程式の解空間の
研究に対応して大切である。本研究では、特に、線形の分数冪作用素、多重線形分数冪積分作用素について重み付きモ
レー空間での研究を行い、これまでの研究を一般化することができた。これらは、分担者を含む共同研究などで、査読
付き専門雑誌に発表済み又は掲載決定している。また、Lp空間のFourier乗作用素の性質等がモレー空間に関連して結
果が得られ、専門雑誌に掲載決定している。

研究成果の概要（英文）：Study in harmonic analysis is important for partial differential equations. Especi
ally, study of singular integral operators and fractional integral operators are useful for differential e
quations, and we study the boundedness of those operators in some function spaces. In this plan, we got th
e boundedness of multilinear fractional integral operators in weighted Morrey spaces, which are gereraliza
tion whose results were already known and those results are accepted in the journal. Also we obtained some
 properties of Fourier multipliers and the predual in Morrey spaces, and those resuklts are accepted in th
e two journals.
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1. 研究開始当初の背景  
(1)1950 年代に Calderon-Zygmund は、特異
積分作用素の Lp 空間上での有界性を研究し、
偏微分方程式への応用に成功した。このとき
に使われた Calderon-Zygmund 分解といわ
れる関数の分解の手法は、その後の解析学の
研究の大きな発展をもたらした。そして、
Hardy空間やLorentz空間などの関数空間上
の作用素の研究へと繋がった。 
(2)Morrey は、1930 年代に Lp 空間を一般化
した空間を研究し、偏微分方程式の研究に導
入した。これが、今日、Morrey 空間と言わ
れるものである。この空間は、関数空間とし
ても興味があり、1960 年代に Peetre 等によ
り、1970年代にAdams等により研究された。
その後、Chiarenza 等、イタリアの研究者達
により、分数冪積分作用素の Morrey 空間上
での有界性が研究され、最近、分数冪積分作
用素の研究が、盛んになった。 
(3)1970 年代に、重み付き空間の理論が
Muckenhoupt 等により研究され、重み付き
空間での関数空間上の作用素の研究が行わ
れるようになった。重み付き Morrey 空間上
の分数冪積分作用素の有界性の研究は、
Komori-Shirai によって行われた。 
(4)A.Calderon の Lipshitz 曲線上の Bilinear 
Hilbert 変換の有界性に関する問題は、30 年
ほ ど 未 解 決 で あ っ た が 、 1997 年 に
Lacey-Thiele により解決した。この後、多重
特異積分作用素などの多重線形作用素の有
界 性 の研究 が 盛んに な った。 ま た 、
Muckenhoupt の重みの理論を多重型にする
研究が最近、Lerner 等によって行われ、多重
線形作用素の重み付き空間上で研究される
ようになった。                         
(5)Fourier 級数の部分和の作用素は、Fourier 
multiplier の立場から見ると Lp 空間上の有
界 線 形 作 用 素 で あ り 、 こ の Fourier 
multiplier としてのもっと一般の作用素に対
しては、1960 年代以降、K.de Leeuw 等によ
り多くの研究が行われた。 
 
２．研究の目的  
(1)Lp 空間の一般の空間である重み付
Morrey 空間上の分数冪積分作用素について、
線形の場合及び多重線形の場合について、有
界性を研究することである。分数冪積分作用
素についての有界性の研究は、多くあり、Lp
空間に関する Hardy-Littlewood-Sobolev の
不 等 式 、 Morrey 空 間 に 関 し て は 、
Stampacchia、Peetre、Adams 等の研究があ
った。更に、Chiarenza、Frasca 等の研究も
ある。そして、1970 年代に Lp 空間に関する
重 み 付 き 不 等 式 で の Muckenhoupt 、
Wheeden 達の重みに関する理論がある。重
み 付 き Morrey 空 間 に 関 し て は 、
Komori-Shirai の不等式がある。これらの研
究の中で、重み付き Morrey 空間に関して、
どのような重みで分数冪積分作用素が重み
付き Morrey 空間において有界性が成り立つ

かを研究することである。Lerner 等による多
重型の重みの理論に関係して重み付き
Morrey 空間上の多重線形分数冪作用素につ
いての有界性の研究である。 
(2)Fourier multiplier を Morrey 空間などと
の関係で研究することである。Fourier 
multiplier は、Lp 空間上での研究が多くある
ので、Morrey 空間との関係で研究するのも
目的の一つである。 
(3)Morrey 空間の関数空間としての性質を調
べることである。Zorko は、共役空間が
Morrey 空間となるような関数空間である
Zorko 空間を発見した。これら関数空間につ
いての関数解析的な研究を行うことである。 
 
３．研究の方法  
(1)本研究課題に関係する文献及び図書を研
究する。 
(2)研究課題に関する調和解析セミナー等の
研究会・実解析学シンポジュウム・日本数学
会に参加し、討論参加・情報収集を行う。 
(3)分担者とは、重み付き Morrey 空間上の分
数冪積分作用素について共同研究を行う。 
また、連携研究者とは、直交関数系のなす関
数空間上の多重線形作用素について共同研
究を行う。更に、本研究課題に関心のある研
究者達と共同研究を行う。 
 
４．研究成果  
(1)分数冪積分作用素の重み付 Morrey 空間で
の有界性について、分担者・飯田・田中・澤
野等との共同研究によりこれまでの結果を
一般化することができ、専門雑誌に発表する
ことができた。次の通りである： 
 
(i)Hardy-Littlewood-Sobolev の分数冪積分
作用素の有界性についてのよく知られた結
果がある。1969 年の論文で発表されている
Spanne の結果は、Lp 空間を Morrey 空間に一
般化している。更に、Adams は、1975 年に新
しい不等式を得て、彼らの結果を精密化した。
飯田―古谷―佐藤は、共同研究により重み関
数を研究し、Spanne 及び Adams の不等式を含
む結果を得ることができた。その結果は数学
の専門雑誌である Tokyo J.of Math.に掲載と
なった。 
(ii)(i)で得た結果を飯田ー古谷ー佐藤の共
同研究により多重線形分数冪積分作用素へ
一般化することを研究し、結果を得ることが
できた。その内容は次の通りである： 
線形の場合のMuckenhoupt-Wheedenによる

重み関数を研究し、その属するクラスは(i)
で精密化している。一方、Moen は、2009 年
の論文で、多重の重み関数を研究し、
Muckenhoupt と Wheeden による重み関数の枠
組みを一般化している。また、多重分数冪積
分作用素の有界性の研究は、Kenig-Stein に
より 1999 年に行われている。飯田ー古谷ー
佐藤は、線形の場合の Adams の不等式を一般
化した重みのクラスを多重重み関数の場合



に一般化し、この多重重みのクラスにおける
多重線形分数冪積分作用素の有界性を示す
ことができた。この結果は、数学の専門誌で
ある Scientiae Japonicae に掲載済みである。 
(iii)飯田―佐藤―澤野―田中により多重線
形分数冪積分作用素の有界性について共同
研究を行った。Spanne の結果を Tang は、2008
年に直積 Morrey 空間上に一般化している。
共同研究では、Tang や Adams の結果を含む多
重分数冪積分作用素の有界性を示した。また、
Olsen は、1995 年の論文で偏微分方程式に有
用な不等式(Olsen の不等式と言われている)
を示している。この共同研究では、Olsen の
不等式タイプを多重線形作用素について示
した。これらの結果は、数学の専門誌である
Acta Mathematica Sinica, English series
に掲載されている。 
(iv)飯田ー佐藤ー澤野―田中により多重線
形分数冪積分作用素の有界性について直積
Morrey 空間での研究を行った。これは、直積
Morrey 空間より小さい Multi-Morrey 空間を
定義し、その上で多重分数冪積分作用素の評
価を行った。この結果は、数学の専門誌であ
る Positivity に掲載されている。 
(v)和泉ー古谷ー佐藤の共同研究により分数
冪積分作用素の重み付き空間での有界性の
研究を行った。これまでの分数冪積分作用素
についての Adams の不等式や小森氏と白井
氏による Komori-Shirai の不等式および
Muckenhoupt の重みの不等式を包括した不
等式が得られた。その結果は、数学の専門誌
である Scientiae Japonicae の online 版に
掲載済みである。 
 
(2)Fourier multiplier を Morrey 空間等との
関係で研究を行った。Fourier multiplier に
ついては、Lp 空間上での研究が多くあるの
で、これまでの研究から Lp 空間、Morrey
空間との関係で研究を行った。研究結果は次
の通りである： 
(i) 勘 甚 ― 菅 野 ― 佐 藤 に よ り Fourier 
multiplier の共同研究を行った。Fourier 
multiplier は、トーラスの空間での Fourier
級数にあっては、特別な場合として、部分和
の作用素である。そして、その有界性の問題
は、その関数空間で収束するかの問題となる。
そのために様々な関数空間を対象として、
Fourier 級数の部分和もしくはそれに近い作
用素の有界性が研究されている。実数空間で
は、Fourier 級数に対応するのは Fourier 変
換である。従って、実数空間での Fourier 変
換の部分和の作用素もしくはそれに近い作
用素の有界性が対象となる様々な関数空間
で研究される。Fourier 級数と Fourier 変換
は、三角関数の周期性より関係が深い。その
た め に 、 Fourier 変 換 で の Fourier 
multiplierの性質からFourier級数での性質
を導くことができる場合がある。このような
観 点 か ら 共 同 研 究 に よ り 、 Fourier 
multiplier の重み付き Lp 空間から Lorentz

空間への制限定理を得ることができた。この
タイプの最初の結果は、1965 年の K.de Leeuw
の研究に始まる。K.de Leeuw は、実数空間に
おいて、Fourier multiplier が Lp 空間上で
有界であれば、その整数への制限で定義され
たトーラス空間での Fourier multiplier は、
Lp 空間上で有界であることを示した。この結
果をその後の研究者達は発展させて多くの
研究がある。2003年にBerkson-Gillespieは、
Muckenhouptの重み関数を研究し、K.de Leeuw
の結果をMuckenhouptの重みの条件の下で重
み付き空間に拡張することに成功した。その
後 、 2009 年 に Anderson-Mohanty は 、
Berkson-Gillespie の結果を Mockenhoupt の
重みの条件を取り去ることに成功し、特別な
重みでなくとも K.de Leeuw の結果が成立す
ることを示した。この方法は、Gauss 核の性
質を詳細に調べることによって行われたも
のである。勘甚ー菅野ー佐藤の共同研究は、
Anderson-Mohantyの結果をLorentz空間に一
般化したものである。Lorentz 空間は Lp 空間
よりも真に広い空間であり、共同研究の結果
も Anderson-Mohanty の結果を完全に一般化
したものである。特に Fourier multiplier
の弱型タイプの結果も得られる。この結果は、
山形大学の研究雑誌の Bull. of Yamagata 
Univ., Nat. Sci.,に掲載されている。 
(ii)和泉―佐藤により単位円上の Lp 空間から
Lp 空間の一般化になっている Morrey 空間
への Fourier multiplier のなす空間の性質に
ついて共同研究を行った。これは Lp 空間か
ら Lp 空間への結果である 1970 年の
Figa-Talamanca-Gaudry による研究を一般
化したものである。2013 年に京都大学で行
われた日本数学会で発表され、その後、数学
の専門誌である Tokyo J.of Math. に掲載が
確定している。 
 
(3)Morrey 空間についての関数解析的な研究
を行い結果を得ることができた。次の通りで
ある： 
(i)和泉ー佐藤ー藪田の共同研究により、共役
空間が Morrey 空間となるような関数空間で
あるZorkoが発見したZorko空間について研
究を行った。Adams-Xiao が 2012 年の論文
で、Zorko 空間が共役空間となるような
Morrey 空間の部分空間を発表していたが証
明は他の文献を挙げて同様であるとしてい
た。共同研究により Adams-Xiao のアナウン
スした方法とは別の Coifman-Weiss の方法
により証明することができた。その方法は、
Hardy空間におけるAtom分解と類似の方法
を使うことによる。この結果は、数学の専門
誌である Tokyo J. of Math.に掲載が決定し
ている。 
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